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1. Introduction
La de´composition canonique d’un nombre entier n sous la forme
n = ab, avec a :=
∏
pν‖n
py
pν , b :=
∏
pν‖n
p>y
pν ,
constitue un outil eﬃcace dans beaucoup de proble`mes arithme´tiques. Alors que
les techniques de crible sont pertinentes pour l’e´tude des facteurs b, des me´thodes
spe´ciﬁques sont ne´cessaires pour appre´hender les facteurs a.
De´signons par P (n) le plus grand facteur premier d’un entier n > 1 et convenons
que P (1) = 1. L’e´tude de l’ensemble S(x, y) des entiers y-friables n’exce´dant pas x,
autrement dit des entiers n tels que P (n)  y et n  x, s’est ainsi re´ve´le´e, ces
dernie`res anne´es, comme une partie inte´grante de la the´orie analytique des nombres.
En ce qui concerne la fonction de comptage
Ψ(x, y) := |S(x, y)|,
trois approches ont e´te´ utilise´es a` ce jour : l’exploitation de l’e´quation fonctionnelle
de Buchstab, dans les travaux de de Bruijn [4] ; celle d’une e´quation inte´grale avec
parame`tre dans l’article de Hildebrand [14] ; et la mise en œuvre de la me´thode du
col par Hildebrand et Tenenbaum [16].
Chacune de ces trois me´thodes posse`de ses avantages et inconve´nients propres.
Cependant, la me´thode du col fournit, en comple`te exclusivite´, des renseignements
spe´ciﬁques d’un type nouveau : les formules semi-asymptotiques, selon l’expression
d’Erdo˝s, qui permettent d’e´valuer Ψ(cx, y) en fonction de Ψ(x, y) meˆme dans des
domaines en x, y, ou` aucune approximation re´gulie`re de la seconde quantite´ n’est
connue, voire meˆme possible — cf. [28] pour une discussion de´taille´e sur cet aspect
de la question.
Nous de´signons l’ensemble des proprie´te´s relatives a` ces phe´nome`nes sous le terme
de comportement local.
La connaissance du comportement local de Ψ(x, y) et de la ge´ne´ralisation
(1·1) Ψm(x, y) :=
∑
n∈S(x,y)
(n,m)=1
1
est capitale dans la plupart des proble`mes arithme´tiques utilisant les entiers friables.
Cela explique pourquoi l’e´tude des ﬂuctuations locales de Ψm(x, y) a suscite´ un
nombre important de travaux depuis une quinzaine d’anne´es : voir notamment
Hensley [12], Friedlander–Granville [9], Hildebrand [13], [15], [16], Granville [10],
Hildebrand–Tenenbaum [16], et, pour le cas particulier m =
∏
pz p, Saias [23].
Cet article est essentiellement de´volu a` fournir, pour le comportement local de la
quantite´ (1·1), un document synthe´tique contenant des formules aussi pre´cises et
aussi ge´ne´rales que le permettent les techniques actuellement disponibles.
Proprie´te´s statistiques des entiers friables 3
Si notre motivation premie`re consiste a` e´tablir les estimations ne´cessaires a` la
preuve, de´veloppe´e dans [3], d’une ine´galite´ de type Tura´n–Kubilius pour l’ensemble
des entiers friables, nos re´sultats sont e´galement susceptibles de nombreuses autres
applications. A` titre d’illustration, nous en de´veloppons ici quelques unes, concer-
nant les valeurs moyennes de fonctions arithme´tiques sur l’ensemble des entiers
friables. Les e´nonce´s correspondants sont pre´sente´s au paragraphe 2.2.
2. Re´sultats
2·1. Entiers friables crible´s
Le col, ou point-selle, apparaissant dans l’e´valuation de Ψ(x, y) comme inte´grale
de Perron inverse est de´ﬁni, pour x  y  2, comme l’unique solution positive
α := α(x, y) de l’e´quation
(2·1)
∑
py
log p
pα − 1 = log x.
Tous les re´sultats de comportement local sont alors du type
(2·2) Ψ(cx, y) ≈ cαΨ(x, y)
sous diverses contraintes concernant les tailles relatives de c, x, y. Bien qu’elle
soit de´ﬁnie implicitement, la quantite´ α posse`de un comportement asymptotique
suﬃsamment e´lucide´ — cf., notamment, le Lemme 3.1 infra.
De´ﬁnissons
gm(s) :=
∏
p|m
(1− p−s) =
∑
d|m
µ(d)/ds,
ou` µ de´signe la fonction de Mo¨bius. Compte tenu de l’heuristique (2·2), le terme
principal attendu pour
Ψm(x, y) =
∑
d|m
µ(d)Ψ(x/d, y)
est ∑
d|m
µ(d)Ψ(x, y)/dα = gm(α)Ψ(x, y),
lorsque m est y-friable.
Notre premier re´sultat e´tablit qu’une telle approximation est eﬀectivement va-
lable dans un large domaine. Conforme´ment a` l’usage, nous posons dans tout ce
travail
u := (log x)/ log y, u := min{u, y/ log y}
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et nous de´signons par ω(n) (resp. Ω(n)) le nombre des facteurs premiers de l’entier
n compte´s sans (resp. avec) multiplicite´. Nous introduisons e´galement la quantite´
(2·3) Wm := log pω(m)  log
{
ω(m) + 2
}
(m  1)
ou` pk de´signe le k-ie`me nombre premier et ou` l’on convient, par commodite´
d’e´criture, que p0 = 2. Nous notons encore
(2·4) ϑm = ϑm(y) := Wmlog y , α = α(x, y) :=
log(1 + y/ log x)
log y
,
(2·5) Em := Em(x, y) =

ϑm{u log(u+ 2)}ϑm
1 + ϑm log(u+ 2)
si y > (log x)2,
u (u log y)ϑm
u log y
(
1 +
1
ϑmα log y
)
si y  (log x)2.
The´ore`me 2.1. Sous les conditions
(2·6) x  y  2, P (m)  y, ω(m) 	 √y,
on a
(2·7) Ψm(x, y) = gm(α)Ψ(x, y)
{
1 +O
(Em(1 + Em)
u
)}
.
La de´ﬁnition de Em(x, y) e´tant relativement complexe, nous de´gageons imme´dia-
tement quelques conse´quences simples du The´ore`me 2.1. A` cette ﬁn, nous posons
E∗m(x, y) := Em(1 + Em)/u
et, avec la notation t+ := max{0, t} (t ∈ R),
(2·8) δ = δ(x, y) := (1− 2α)+/2(1− α).
Nous notons que 0  δ  12 en toute circonstance alors que δ = 0 si y > (log x)2.
Nous conside´rons les conditions suivantes :(1)
ω(m) 	 y1/ log(u+2)(C1)
y1/ log(u+2) 	 ω(m) 	 √y/ log y(C2)
√
y/ log y 	 ω(m) 	 √y et (log2 x)(log3 x) 	 log y(C3) √
y/ log y 	 ω(m) 	 √y/(log y)δ et log y 	 (log2 x)(log3 x).(C4)
1. Ici et dans la suite, nous notons logk la k-ie`me ite´re´e de la fonction logarithme.
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Corollaire 2.2. Sous les conditions x  y  2 et P (m)  y, on a
(2·9) E∗m(x, y) 	

ϑm
αu
	 ϑm log(u+ 2)
u
	 1
u
si (C1) est re´alise´e,
ϑ2m
log(u+ 2)
si (C2) ou (C3) est re´alise´e,
1 si (C4) est re´alise´e.
Le corollaire est de´duit du the´ore`me en observant que, pour chacune des deux
expressions (2·5), la quantite´ Em(x, y)/ϑm est, a` toutes ﬁns utiles, une fonction
croissante de ϑm. Nous donnons les de´tails au paragraphe 3.2. Cependant, nous
notons de`s a` pre´sent, a` ﬁns de re´fe´rence ulte´rieure, que l’on a
(2·10) Em  ϑm, E∗m(x, y)  ϑm/u (x  y  2).
Ces deux estimations re´sultent aise´ment de (3·4) et (3·13) infra.
Remarques. (i) Lorsque y = (log x)1+λ avec λ  1, les deux expressions de Em(x, y)
apparaissant dans (2·5) sont du meˆme ordre de grandeur.
(ii) Le cas particulier
(2·11) m :=
∏
pz
p,
qui correspond donc au proble`me des entiers sans grand ni petit facteur premier,
a e´te´ notamment e´tudie´ par Friedlander [8] quand y et z sont de l’ordre d’une
puissance de x et par Saias [23] sous la condition π(z) 	 √y. Lorsque nous y
spe´cialisons m sous la forme (2·11), nos re´sultats sont toujours au moins aussi
pre´cis que ceux de [23].(2)
(iii) Le The´ore`me 2.1 rectiﬁe et pre´cise le the´ore`me 1 de Xuan dans [34], ou`
l’auteur annonce, pour chaque ε > 0 ﬁxe´, la validite´ de l’estimation
(2·12) Ψm(x, y) = gm(α)Ψ(x, y)
{
1 +O
( ϑm
log(u+ 2)
)}
,
uniforme´ment dans le domaine y  (log x)1+ε, ω(m)  √y. La formule (2·12) est
moins pre´cise que (2·9) lorsque (C1), (C2) ou (C3) est re´alise´e. Dans le domaine
comple´mentaire, la preuve donne´e dans [34] est insuﬃsante. Nous de´crivons en
de´tail, au paragraphe 3.6,(3) l’inexactitude apparaissant au lemme 5 de [34]. Cette
erreur est sans incidence dans les deux premiers cas de validite´ de (2·9). En
revanche, sous l’hypothe`se (C4), et a fortiori sous la condition
(C5)
√
y/(log y)δ 	 ω(m)  √y et log y 	 (log2 x)(log3 x),
2. Voir en particulier le the´ore`me 7 de [23].
3. Voir la remarque qui suit le Lemme 3.14.
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la preuve de [34], une fois corrige´e, fournit seulement
Ψm(x, y) = gm(α)Ψ(x, y)
{
1 +O
(ϑmu2 log2 y/ log y
log(u+ 2)
)}
,
ce qui n’implique certainement pas
(2·13) Ψm(x, y) 	ε gm(α)Ψ(x, y)
lorsque, par exemple, ω(m)  √y, (log x)1+ε  y  (log x)2−ε avec ε ∈]0, 12 [. En
fait, comme l’atteste l’e´nonce´ du Corollaire 2.2, nous ne savons pas e´tablir (2·13)
sous la condition (C5).
Notre me´thode, qui permet d’appre´hender le cas 2  y  (log x)1+ε exclu par
Xuan, est radicalement diﬀe´rente de celle de [34] lorsque le parame`tre u est petit :
voir notamment le Lemme 3.18 et la Proposition 4.1 infra.
Nous verrons au paragraphe 2.2 que certaines applications(4) ne´cessitent d’e´valuer
le rapport
(2·14) Ψm(x/d, y)
Ψ(x/d, y)
inde´pendamment de d ∈ [1, x]. Au vu du The´ore`me 2.1, nous savons que la quantite´
(2·14) est proche de gm(α(x/d, y)). Notre prochain the´ore`me permet, au prix d’un
terme d’erreur acceptable, de choisir comme approximation l’expression plus simple
gm(α) ou` α = α(x, y).
The´ore`me 2.3. Soient ε > 0, K > 0. Sous les conditions
(2·15) x  2, 1  d  x, (log x)1+ε  y  x, P (m)  y, ω(m)  K,
il existe une constante C, ne de´pendant que de K, telle que l’on ait, uniforme´ment
par rapport a` x, y, d, m,
(2·16) Ψm
(x
d
, y
)
= gm(α)Ψ
(x
d
, y
){
1 +O
(
E(x, y; d)
)}
avec
(2·17) E(x, y; d) := 1
log y
log
( u+ 2
u+ 1− t
)
+
(d
x
)C
ou` l’on a pose´ t := (log d)/ log y.
Lorsque l’on inse`re l’heuristique (2·2) dans le terme principal de (2·16), on obtient
pour Ψm(x/d, y) l’approximation gm(α)Ψ(x, y)/dα. Le re´sultat suivant fournit une
mesure quantitative de la qualite´ de cette approximation.
Nous introduisons la notation
(2·18) uy := u+ (log y)/ log(u+ 2) (y  2)
qui simpliﬁe l’e´criture des termes d’erreur. Il est a` noter que uy  (log y)/ log2(2y)
pour x  y  2. Nous rappelons par ailleurs la de´ﬁnition (2·8) de δ = δ(x, y).
4. Voir, par exemple, la formule (2·25) infra ou les de´veloppements de [3].
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The´ore`me 2.4. (i) L’estimation
(2·19) Ψm
(x
d
, y
)
	 gm(α)
dα
Ψ(x, y)
a lieu uniforme´ment pour 1  d  x/y dans le domaine
(2·20) x  y  2, P (m)  y, ω(m) 	 √y/(log y)δ,
et uniforme´ment pour 1  d  x lorsque l’on impose la condition supple´mentaire
ω(m) 	 1.
(ii) Plus pre´cise´ment, il existe des constantes absolues positives b1, b2, et une
fonction b = b(x, y; d,m) satisfaisant a` b1  b  b2 (x  y  2, d  1, m  1) telles
que, sous les conditions 1  d  x/y et
(2·21) x  y  2, P (m)  y, ω(m) 	 √y/(log y)δ,
on ait uniforme´ment
(2·22) Ψm
(x
d
, y
)
=
{
1 +O(hm)
}(
1− t
2
u2 + u2
)bu
gm(α)
Ψ(x, y)
dα
ou` l’on a pose´ t := (log d)/ log y et
hm = hm(x, y; d) :=
1
uy
+ (1 + Em)
( t
u
+
Em
u
)
.
Lorsque ω(m) 	 1, la formule (2·22) est valable uniforme´ment sous les conditions
1  d  x et (2·21) et l’on a
(2·23) hm  h1  1
uy
+
t
u
.
Ce re´sultat pre´cise et e´tend de nombreux travaux de la litte´rature.
Dans [10], Granville e´tablit la formule asymptotique
Ψm(cx, y) =
{
1 +O(1/u)
}
cαΨm(x, y)
sous les conditions relativement restrictives
y  (log x)3, 1  c  y, m  yO(1).
Ce re´sultat est entie`rement contenu dans (2·22), qui implique
Ψm(x/d, y) =
{
1 +O
( 1
uy
+
t+ Em
u
)}Ψm(x, y)
dα
, Em 	 (log y)−ε/(1+2ε)
lorsque y  (log x)1+ε, ω(m) 	 log y, d  yO(1).
Le cas m = 1 de (2·22) comple`te notamment le the´ore`me 3 de [16], ou` l’attention
des auteurs e´tait restreinte au cas d  y — voir aussi le the´ore`me III.5.11 de [30]. Il
est a` noter que, si y →∞, le terme d’erreur (2·23) tend vers 0 avec t meˆme lorsque
u est borne´.
Remarque. L’estimation (2·19) n’a certainement pas lieu uniforme´ment pour
1  d  x, meˆme lorsque ω(m) est borne´, sans l’hypothe`se P (m)  y : si par
exemple d = x, y = 2, m = 6, le membre de gauche vaut 1 alors que celui de droite
est 	 1/ log x.
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2·2. Valeurs moyennes friables de fonctions arithme´tiques
Soit f une fonction arithme´tique. Posant h := f ∗ µ, nous avons
(2·24) Ψ(x, y; f) :=
∑
n∈S(x,y)
f(n) =
∑
d∈S(x,y)
h(d)Ψ
(x
d
, y
)
.
Lorsque f est additive, nous pouvons e´crire semblablement
(2·25) Ψ(x, y; f) :=
∑
n∈S(x,y)
f(n) =
∑
pνx
py
f(pν)Ψp
( x
pν
, y
)
.
Il apparaˆıt ainsi qu’une connaissance suﬃsante du comportement asymptotique
des quantite´s Ψm(x/d, y) fournit, en the´orie, le controˆle des sommes ponde´re´es
Ψ(x, y; f). Nous nous proposons ici d’expliciter, comme conse´quences des re´sultats
de comportement local pre´sente´s plus haut, quelques versions eﬀectives de ce
principe.
Nous de´signons par F la classe des fonctions arithme´tiques et introduisons, pour
f ∈ F, h = f ∗ µ, x  y  2, la notation
(2·26) Mj = Mj(x, y; f) :=
∑
d∈S(x,y)
|h(d)|(log d)j
dα
(j  0).
The´ore`me 2.5. On a, uniforme´ment pour f ∈ F et x  y  2,
(2·27) Ψ(x, y; f) = Ψ(x, y)
{ ∑
d∈S(x,y)
h(d)
dα
+O
(
M0
uy
+
M1
log x
+
M2u
(log x)2
)}
.
En particulier, le terme re´siduel de (2·27) est 	 1/uy sous l’hypothe`se supple´men-
taire M2 	 1.
De´monstration. Appliquons (2·24) en e´valuant les quantite´s Ψ(x/d, y) par (2·22).
Nous obtenons (2·27) en observant que{
1 +O
( 1
uy
+
t
u
)}(
1− t
2
u2 + u2
)bu
= 1 +O
( 1
uy
+
t
u
+
t2u
u2
)
.
La seconde assertion en de´coule puisque l’on a trivialement Mj 	 1 + M2 pour
j = 0 ou 1. unionsq
Pour illustrer le champ d’application de ce the´ore`me, nous conside´rons le cas
f = µ2. Nous posons
ζ(s, y) :=
∑
P (n)y
1
ns
=
∏
py
(
1− p−s)−1.
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Corollaire 2.6. Sous la condition x  y  2, on a
(2·28) Ψ(x, y;µ2) = Ψ(x, y)
{ 1
ζ(2α, y)
+O(R)
}
,
avec
R := min
{
Θy{log Θy}2
uy
,
log(u+ 1)√
u
}
	 log2(2y)
log y
,
ou` l’on a pose´ Θy :=
∏
py(1 + p
−2α).
Le Corollaire 2.6 pre´cise les re´sultats correspondants de [19],(5) qui fournissent,
pour chaque ε > 0 ﬁxe´,
R	
{ {log2(2y)}/ log y si y  (log x)2+ε,
exp{−(log y)ε/3} si y  (log x)2−ε.
La formule (2·28) posse`de e´galement l’avantage de fournir, dans une certaine
mesure, une description de la 〈〈 transition de phase 〉〉 de Ψ(x, y;µ2) entre le domaine
α > 12 , ou` Ψ(x, y;µ
2)  Ψ(x, y) et le domaine α < 12 , ou` Ψ(x, y;µ2) = o
(
Ψ(x, y)
)
.
Une e´tude spe´ciﬁque de la fonction Ψ(x, y;µ2) et de son comportement local a e´te´
re´cemment mene´e par les auteurs dans [2], a` l’aide de la me´thode du col. Ce travail
fournit en particulier une description de´taille´e des variations au voisinage du centre
de syme´trie x =
√
Ny avec Ny :=
∏
py p. Les re´sultats du Corollaire 2.6, obtenus
par spe´cialisation a` partir d’un re´sultat tre`s ge´ne´ral, sont e´videmment beaucoup
moins pre´cis. Ils n’ont e´te´ inse´re´s ici qu’en tant qu’illustration des possibilite´s
d’application de nos re´sultats principaux.(6) Il est a` noter, par exemple, que l’on a
Ψ(x, y;µ2) = 2π(y) (x > Ny).
Au vu de l’estimation essentiellement due a` de Bruijn (cf., par exemple, le
the´ore`me 2 de [30])
log Ψ(x, y) = Z
{
1 +O
( 1
log y
+
1
log2 x
)}
,
ou`
Z :=
log x
log y
log
(
1 +
y
log x
)
+
y
log y
log
(
1 +
log x
y
)
,
on constate donc que, si elle fournit bien le re´sultat qualitatif
Ψ(x, y;µ2) = o(Ψ(x, y))
lorsque ζ(2α, y) →∞, la relation (2·28) est loin d’eˆtre optimale pour les tre`s petites
valeurs de y.
5. Voir la formule (2·12) et le the´ore`me 2 de [19].
6. Il peut eˆtre utile, dans ce contexte, de situer pre´cise´ment le point qui permet
l’ame´lioration sur, par exemple, les re´sultats de [19]. Il est aise´ment localise´ dans le cas
du Corollaire 2.6 : contrairement aux calculs eﬀectue´s dans [19], ou` le parame`tre d e´tait
astreint a` ne pas de´passer une puissance ﬁxe de y, nous avons pu ici, via le The´ore`me 2.5,
e´valuer Ψ(x/d, y) sans restriction sur d, et donc choisir optimalement les parame`tres.
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Lorsque f est de classe C1, on peut s’attendre a` ce que la pre´cision disponible
pour le comportement local se reporte avec un minimum de perte dans celles de
Ψ(x, y; f). Notre prochaine application ge´ne´rique du The´ore`me 2.4 vient e´tayer ce
principe sous une forme quantitative.
Pour f ∈ C1([1,+∞[), nous posons
M∗j = M
∗
j (x, y; f) :=
∫ x
1
|f ′(t)|(log t)j
(x/t)α
dt (j  0).
The´ore`me 2.7. On a, uniforme´ment pour f ∈ C1([1,+∞[) et x  y  2,
(2·29) Ψ(x, y; f) = Ψ(x, y)
{
f(x)−
∫ x
1
f ′(t)
(x/t)α
dt+O
(
M∗0
uy
+
M∗1
log x
+
M∗2u
(log x)2
)}
.
L’exemple fondamental de la fonction logarithme illustre bien le gain de pre´cision
ge´ne´ralement obtenu en exploitant la re´gularite´ de f : le lecteur ve´riﬁera sans peine
que le corollaire suivant du The´ore`me 2.7 fournit un re´sultat de meilleure qualite´
que celui que nous aurions pu de´duire, via la relation de convolution Λ = µ ∗ log,
du The´ore`me 2.5, ou du The´ore`me 2.9 infra, qui est relatif aux fonctions additives.
Corollaire 2.8. On a, uniforme´ment pour x  y  2,
(2·30)
Ψ(x, y; log) =
{
log x− 1
α
+O
( 1
αuy
)}
Ψ(x, y)
=
{
log x− log y +O(log2 y)
log(1 + y/ log x)
}
Ψ(x, y).
Le The´ore`me 2.4 peut e´galement eˆtre employe´ pour e´tablir un re´sultat ge´ne´ral
concernant les moyennes de fonctions additives.
Nous de´signons par A la classe des fonctions arithme´tiques additives et posons,
pour f ∈ A,
mj = mj(x, y; f) :=
∑
pν∈S(x,y)
|f(pν)|gp(α)(log pν)j
pνα
(j  0).
The´ore`me 2.9. On a, uniforme´ment pour f ∈ A et x  y  2,
(2·31) Ψ(x, y; f) = Ψ(x, y)
{ ∑
pν∈S(x,y)
f(pν)
gp(α)
pνα
+O
(
m0
uy
+
m1
log x
+
m2u
(log x)2
)}
.
Nous omettons la de´monstration, qui est semblable a` celle du The´ore`me 2.5.
Le membre de gauche de (2·31) peut souvent eˆtre simpliﬁe´ lorsque f est une
fonction additive suﬃsamment re´gulie`re sur l’ensemble des nombres premiers. Le
corollaire suivant, relatif a` la fonction additive
κ(n) :=
∑
p|n
log p,
fournit un exemple d’une telle situation. On a κ(n) = log k(n), ou` k(n) :=
∏
p|n p
de´note le noyau sans facteur carre´ de n.
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Corollaire 2.10. On a, uniforme´ment pour x  y  2,
(2·32)
Ψ(x, y;κ) =
{
1 +O
( 1
u+ log y
)}
Ψ(x, y)
∑
py
log p
pα
=
{
1 +O
( 1
log y
)}
Ψ(x, y)
y log x
y + log x
.
Remarque. On a κ(n) = log n lorsque n est sans facteur carre´ et il est bien connu que
les valeurs moyennes ordinaires de ces deux fonctions sont proches. Il est clair, en
revanche, qu’il faut attendre une divergence de comportement lorsque les moyennes
sont prises sur S(x, y) avec y assez petit devant x. La confrontation de (2·30) et
(2·32) permet de mettre eﬀectivement ce phe´nome`ne en e´vidence et de de´terminer
pre´cise´ment les seuils critiques : on a par exemple
(2·33) Ψ(x, y;κ)
Ψ(x, y; log)
=
{
1 + o(1) si y/ log x→∞,
o(1) si y/ log x→ 0.
Un autre exemple d’application du The´ore`me 2.9, tire´ de la litte´rature, permet
d’en appre´cier l’inte´reˆt spe´ciﬁque. Dans [18], Ivic´ e´tude la moyenne sur les entiers
friables de la fonction n → Ω(n) − ω(n). Sous la condition log y/(log2 x) → ∞, il
e´tablit la formule asymptotique
(2·34) Ψ(x, y; Ω− ω) = Ψ(x, y)
{
H(1) +O
( log2 x
log y
)}
ou` l’on a pose´
H(s) :=
∑
p
1
ps(ps − 1) =
∞∑
m=2
ϕ(m)− µ(m)
m
log ζ(ms) (e s > 12 ),
les logarithmes de la seconde expression e´tant pris en de´termination principale.
Nous pouvons de´duire imme´diatement de (2·31) une formule asymptotique pour
Ψ(x, y; Ω− ω) valable uniforme´ment lorsque x  y  2.
Corollaire 2.11. On a, uniforme´ment pour x  y  2,
(2·35) Ψ(x, y; Ω− ω) =
{
1 +O
( 1
uy
)}
Ψ(x, y)
∑
py
1
pα(pα − 1) .
La somme en p apparaissant dans (2·35) peut eˆtre e´value´e explicitement en
fonction de x et y.
Quelques notations sont ne´cessaires a` l’e´criture du re´sultat. Pour t > 0, nous
notons ξ(t) l’unique racine re´elle non nulle de l’e´quation
(2·36) eξ = 1 + tξ
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si t = 1 et posons ξ(1) := 0.(7) On a
(2·37)
ξ(t) = log(t log t) +O
( log2 t
log t
)
tξ′(t) = 1 +
1
log t
+O
(
log2 t
(log t)2
) (t  3),
et
(2·38)
ξ(t) =
−1
t
{
1− e−1/t +O
(e−2/t
t
)}
t2ξ′(t) = 1 +
e−1/t
t
− e−1/t +O
(e−2/t
t2
) (0 < t  1).
Nous posons
(2·39) Ξ(w) :=
∫ w
0
t2ξ′(t)− 1
t
dt,
de sorte que
(2·40) Ξ(w)  e−1/w(w + 1) (w > 0).
Nous de´ﬁnissons encore
(2·41) F (s) := H(s) + log(2s− 1) (s ∈] 12 ,∞[)
et notons que F (1) = H(1). La fonction F posse`de un prolongement holomorphe
sur un voisinage de ]13 ,∞[. Nous notons encore F ce prolongement.
Nous pouvons alors e´tablir le re´sultat suivant.
Proposition 2.12. On a, uniforme´ment pour x  y  2,
(2·42)
∑
py
1
pα(pα − 1) = log(w log y) + F (α∗) + Ξ(w)
y + log x
y
{
1 +O
( 1
log y
)}
ou` l’on a pose´
α∗ := max{α, 25}, w :=
y1−2α − 1
(1− 2α) log y .
En particulier,
inf
2yY (x)
Ψ(x, y; Ω− ω)
Ψ(x, y)
→∞ (x→∞)
si, et seulement si, Y (x)  (log x)2+o(1).
7. Des renseignements supple´mentaires sur la fonction ξ sont disponibles par exemple au
chap. III.5 de [30] ou dans les articles [16], [17].
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La dernie`re assertion re´sulte imme´diatement de (2·35), (2·42), (2·40) et (3·3).
Nous n’avons pas cherche´ une pre´cision optimale dans (2·42), notre objectif
essentiel e´tant ici d’e´tablir une formule asymptotique uniforme dans l’ensemble
du domaine x  y  2.
En notant que, sous l’hypothe`se
(2·43) (log y)/ log2 x→∞,
on a (2α−1)w log y = 1+O(u2ξ(u)2/y), nous de´duisons de (2·35), (2·40) et (2·41)
un renforcement conside´rable de (2·34).
Corollaire 2.13. Lorsque (2·43) est re´alise´e on a
(2·44) Ψ(x, y; Ω− ω) = Ψ(x, y)
{
H(α) +O(1/uy)
}
.
Si, par exemple, log y = (log2 x)2, le terme d’erreur de (2·44) est	(log2 x)2/ log x
alors que celui de (2·34) est de l’ordre de 1/ log2 x.
Sans de´velopper plus avant d’autres applications du The´ore`me 2.4, notons que les
proprie´te´s de comportement local de Ψ(x, y) ou Ψm(x, y) sous-tendent de nombreux
autres proble`mes aborde´s dans la litte´rature.
Conside´rons, par exemple, les travaux de Scourﬁeld [24], [25], [26], consacre´s a`
l’e´tude et a` la comparaison des sommes
(2·45)
Af (x) :=
∑
nf(P (n))x
1 =
∑
pf(p)x
Ψ
( x
pf(p)
, p
)
,
Bf (x) :=
∑
nx
1
f(P (n))
=
∑
px
1
f(p)
Ψ
(x
p
, p
)
.
L’approche standard de ces questions consiste a` de´terminer, spe´ciﬁquement pour
chaque fonction f , un intervalle de valeurs de p — disons L1  p  L2 — apportant
une contribution pre´ponde´rante a` chacune des deux sommes de droite dans (2·45).
Les re´sultats de comportement local permettent d’approcher, dans l’expression
de Af (x), chaque terme Ψ(x/pf(p), p) par Ψ(x/p, p)f(p)−α(x/p,p). S’il existe une
fonction T (x) telle que l’on ait, en un sens convenable du signe ≈,
f(p)1−α(x/p,p) ≈ T (x) (L1  p  L2),
on obtient
(2·46)
Af (x) ≈
∑
pf(p)x
L1pL2
Ψ
( x
pf(p)
, p
)
≈
∑
L1pL2
f(p)1−α(x/p,p)
f(p)
Ψ
(x
p
, p
)
≈ T (x)
∑
L1pL2
1
f(p)
Ψ
(x
p
, p
)
≈ T (x)Bf (x).
14 R. de la Brete`che et G. Tenenbaum
Dans [25], Scourﬁeld conside`re le cas d’une fonction f positive, strictement crois-
sante et continue, ve´riﬁant
log f(t) = (log t)ν+o(1) (t→∞)
pour un parame`tre convenable ν  0. On peut alors alors choisir, en vertu du
lemme 2.5 de [25],
logLj = (log x)1/(1+ν)+o(1) (j = 1, 2).
Lorsque ν < 1, nous pouvons ainsi de´duire, par exemple, du Lemme 3.1 infra que
{1− α(x/p, p)} log f(p) 	 {log f(p)} log2 x
log p
= o(1) (L1  p  L2).
Autrement dit, cela autorise le choix T (x) = 1 dans (2·46) : c’est la substance du
the´ore`me 1 de [25]. Lorsque ν  1, on n’a plus T (x) = 1 + o(1) mais la meˆme
approche, reposant fondamentalement sur les proprie´te´s du comportement local de
Ψ(x, y), demeure essentiellement pertinente.
3. Pre´liminaires
3·1. Point-selle
Nous rassemblons dans l’e´nonce´ suivant les estimations explicites de α(x, y) dont
nous aurons l’usage, et qui sont e´tablies dans [16], formule (7·8) et the´ore`me 2 —
ou formules (III.5·73) et (III.5·12) de [30]. Nous posons
(3·1) Lε(y) := exp{(log y)3/5−ε} (ε > 0, y  2).
Lemme 3.1. On a
(3·2) α(x, y) = log(1 + y/ log x)
log y
{
1 +O
( log2 y
log y
)}
(x  y  2).
Plus pre´cise´ment, pour tout ε > 0,
(3·3) α(x, y) =

1− ξ(u)
log y
+O
( 1
Lε(y)
+
1
u(log y)2
)
((log x)1+ε  y  x),
log(1 + y/ log x)
log y
{
1 +O
( 1
log y
)}
(2  y  (log x)2).
Nous notons que (3·2) implique
(3·4) u+ log y
u log y
	 α	 u
u
.
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Comme on a classiquement∑
px
log p
p− 1 = log x− γ + o(1) (x→∞)
(8)
on a aussi pour une constante convenable x0,
(3·5) α < 1 (x > x0, x  y  2).
Le lemme suivant, qui est implicitement contenu dans [16], fournit une e´valuation
tre`s utile pour estimer les sommes sur les nombres premiers apparaissant lors de la
mise en œuvre de la me´thode du col.
Lemme 3.2. On a
(3·6) y
1−α − 1
(1− α) log y =
{
1 +O
( 1
log y
)} uy
y + log x
(x  y  2).
De´monstration. Il de´coule du lemme 13 de [16] que
log x =
{
1 +O
( 1
log y
)} y1−α − 1
(1− y−α)(1− α) +O(1)
alors que la formule (7·18) de [16] fournit l’estimation
(3·7) 1
1− y−α =
{
1 +O
( 1
log y
)}y + log x
y
(x  y  2).
Cela implique bien (3·6). unionsq
De´signons par
ζ(s, y) :=
∏
py
(
1− 1/ps)−1
le facteur initial du produit eule´rien de ζ(s). Nous posons
(3·8) ϕ0(s, y) := log ζ(s, y), ϕk(s, y) := ϕ
(k)
0 (s, y),
σk := (−1)kϕk(α, y) (k ∈ N).
Nous ferons usage des relations
(3·9) σk  (u log y)k/(u)k−1 (k  1),
e´tablies aux lemmes 2 et 4 de [16].
Le re´sultat suivant, qui de´crit une approximation uniforme de Ψ(x, y) en fonction
de α et y, constitue le the´ore`me principal de [16].
8. Ici et dans tout l’article, nous de´signons par γ la constante d’Euler.
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Lemme 3.3 (Hildebrand & Tenenbaum). On a
(3·10) Ψ(x, y) = x
αζ(α, y)
α
√
2πσ2
{
1 +O
( 1
u
)}
(x  y  2).
3·2. Preuve du Corollaire 2.2
Nous allons e´tablir des majorations de Em(x, y) qui impliquent directement le
Corollaire 2.2.
Proposition 3.4. Sous les conditions x  y  2 et P (m)  y, on a
(3·11) Em(x, y) 	

ϑmu
αu
	 ϑm log(u+ 2) 	 1 si (C1) est re´alise´e,
ϑm
√
u√
log(u+ 2)
si (C2) ou (C3) est re´alise´e,
√
u si (C4) est re´alise´e.
La de´duction du Corollaire 2.2 a` partir de la Proposition 3.4 est imme´diate sous
les conditions (C1) ou (C4). Sous les conditions (C2) ou (C3), il suﬃt de remarquer
que ϑm  1/ log(u+ 2).
De´monstration. Lorsque 2  y  4, on a ϑm  1, donc
Em  u/αu  1/ log y  1
et ﬁnalement E∗m(x, y)  1/u, ce qui fournit bien (3·11).
Nous pouvons donc supposer y > 4, de sorte que l’on a α < 1 si x  y et
α < (log 3)/ log 4 < 45 si y  (log x)2. Posons alors
K1(v) :=
∫ 1+v
0
et − 1
t
dt  e
v
1 + v
(v  0),
K2(v) :=
∫ 1+v
0
e(1−α)t − 1
t
(
1 +
1
α(t+ 1)
)
dt
 e
(1−α)v
v
(
1 +
1
αv
)
(0 < α < 45 , v  1).
En notant que
(3·12) y1−α = y log x
y + log x
 u log y (x  y  2),
nous obtenons
(3·13) Em(x, y)
ϑm


K1
(
ϑm log{u log(u+ 2)}
)
si y > (log x)2,
u
u
K2(ϑm log y) si y  (log x)2.
Proprie´te´s statistiques des entiers friables 17
Nous utiliserons cette relation en exploitant le fait que les fonctions Kj sont
croissantes.
Sous la condition (C1), soit ω(m) 	 y1/ log(u+2), et donc ϑm 	 1/ log(u + 2),
nous avons certainement ϑm log y 	 1 lorsque y  (log x)2. Nous de´duisons alors
de (3·13) et (3·4) que
Em/ϑm 	 u/(αu) 	 log(u+ 2) 	 1/ϑm,
ce qui implique bien l’e´valuation requise (3·11).
Lorsque (C2) est re´alise´e, soit y1/ log(u+2) 	 ω(m) 	 √y/ log y, nous avons
(3·14) 1
log(u+ 2)
	 ϑm  12 +O
( 1
log y
)
et, graˆce a` (3·13), la dernie`re majoration implique
Em(x, y)
ϑm
	

√
u/ log(u+ 2) si y > (log x)2,
u y(1−α)/2
u log y
(
1 +
1
α log y
)
si y  (log x)2.
La relation (3·12) et la de´ﬁnition de α a` la formule (2·4) permettent alors, par un
calcul de routine que nous ne de´taillons pas, d’e´tablir (3·11).
Supposons ﬁnalement que (C3) ou (C4) est satisfaite. On a
(3·15) 12 +O
( 1
log y
)
 ϑm  12 +
λ log2 y +O(1)
log y
avec λ = 1 si log y  (log2 x) log3 x et λ = 1− δ dans le cas contraire.
Lorsque y > (log x)2, et donc λ = 1, nous de´duisons de (3·15) et (3·13) que
(3·16) Em 	
√
u
log(u+ 2)
u(log2 y)/ log y.
Le dernier facteur est borne´ sous la condition (C3) et il est 	
√
log(u+ 2) sous la
condition (C4). Nous obtenons donc bien (3·11) dans ce cas.
Lorsque y  (log x)2, nous de´duisons de (3·12) et (3·13) que
(3·17)
Em 	 u
u
y(1−α)/2(log y)(1−α)λ−1
(
1 +
1
α log y
)
	 u
3/2
u
(log y)(1−α)λ−1/2
(
1 +
1
α log y
)
.
Cela fournit encore (3·11) si (C3) est re´alise´e, puisque l’on a alors
log y  log(u+ 2), α log y  1, 1− α	 1/ log2 y.
La conclusion persiste sous la condition (C4), car on a dans cette circonstance
(1− α)λ = (1− α)(1− δ)  12 +O(1/ log y), 1 + 1/(α log y) 	 u/u.
unionsq
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3·3. Sommes sur les nombres premiers
Nous nous proposons dans ce paragraphe de donner des estimations uniformes
dans le domaine σ > 0, y  2, pour les quantite´s
(3·18) H0(σ, y) :=
∑
py
1
pσ
, H1(σ, y) :=
∑
py
log p
pσ
.
Nous introduisons a` cet eﬀet les se´ries de Dirichlet
H0(s) :=
∑
p
1
ps
, H1(s) :=
∑
p
log p
ps
(e s > 1).
Un calcul classique reposant sur la formule d’inversion de Mo¨bius fournit
H0(s) =
∞∑
m=1
µ(m)
m
log ζ(ms), H1(s) = −
∞∑
m=1
µ(m)
ζ ′(ms)
ζ(ms)
(e s > 1).
Nous posons
(3·19) F1(s) := H1(s)− 1/(s− 1).
Cette fonction, initialement de´ﬁnie pour e s > 1, posse`de un prolongement
holomorphe, que nous notons encore F1(s), dans un ouvert contenant ]12 ,+∞[.
Similairement, nous posons
(3·20) F0(s) := H0(s) + log(s− 1) (e s > 1),
ou` le logarithme est pris en de´termination principale, et nous e´tendons par prolon-
gement analytique le domaine de de´ﬁnition a` un ouvert contenant ]12 ,∞[. Dans cet
ouvert, F0(s) est l’unique primitive de −F1(s) satisfaisant a` F0(2) = H0(2).
Enﬁn, nous introduisons la fonction
(3·21) L(y) := exp{(log y)3/5/(log2 y)1/5}
et rappelons la forme classique du the´ore`me des nombres premiers
(3·22) ϑ(x) :=
∑
px
log p = x+O(x/L(x)2c) (x  2),
ou` c est une constante positive convenable.
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Lemme 3.5. On a, uniforme´ment pour σ  0 et y  2,
(3·23)
∑
py
log p
pσ
=
y1−σ − 1
1− σ + F1(σ
∗) +O
( y1−σ
L(y)c
)
avec σ∗ := max(σ, 2/3).
En particulier, on a, uniforme´ment pour x  y  2,
(3·24)
∑
py
log p
pα
=
{
1 +O
( 1
log y
)} y log x
y + log x
.
De´monstration. Conside´rons d’abord le cas σ > 1. Une sommation d’Abel utilisant
(3·22) permet d’e´crire
H1(σ, y) = H1(σ)−
∫ ∞
y
dϑ(x)
xσ
= F1(σ) +
y1−σ − 1
1− σ +O
(
y1−σ
L(y)2c
+
∫ ∞
y
σ dx
xσL(x)2c
)
.
On obtient le re´sultat indique´ en minorant, dans la dernie`re inte´grale, xσL(x)2c
par
y(σ−1)/2L(y)cx(σ+1)/2L(x)c.
Le cas 0  σ  1 rele`ve de la me´thode classique d’inte´gration complexe. Nous
omettons les de´tails, qui sont tre`s voisins de ceux de la preuve de l’estimation
(III·5·71) de [30] relative a` la somme analogue ∑ny Λ(n)/nσ. Il est a` noter que le
terme F1(σ∗) est englobe´ par le terme d’erreur lorsque σ  23 .
La formule (3·24) de´coule imme´diatement de (3·23) et (3·6). unionsq
Par inte´gration de (3·23), nous obtenons une estimation de H0(σ, y) plus pre´cise
que celle du lemme 3.5 de [2]. Rappelons que la fonction Ξ a e´te´ de´ﬁnie en (2·39).
Lemme 3.6. On a, uniforme´ment pour σ  0 et y  2,
(3·25)
∑
py
1
pσ
= log(wσ log y) + F0(σ∗) + Ξ(wσ) +O
( y1−σ
L(y)c
)
ou` σ∗ := max(σ, 2/3) et
(3·26) wσ := y
1−σ − 1
(1− σ) log y .
En particulier, on a, uniforme´ment pour y  2 et 0  σ  1,
(3·27)
∑
py
1
pσ
= log2 y +
{
1 +O
( 1− σ
L(y)c
)}∫ wσ
1
tξ′(t) dt+O(1)
= log2 y +O(wσ).
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De´monstration. Lorsque 0  σ  32 , nous pouvons e´crire, graˆce a` (3·23),
H0(σ, y) =
∫ 2
σ
H1(v, y) dv +
∫ ∞
2
H1(v, y) dv
=
∫ 2
σ
y1−v − 1
1− v dv + F0(σ)−H0(2) +O
( y1−σ
L(y)c
)
+
∫ ∞
2
y1−v dv
1− v +H0(2) +O
( 1
yL(y)c
)
=
∫ 2
σ
y1−v − 1
1− v dv + F0(σ) +O
( y1−σ
L(y)c
)
.
E´valuons la dernie`re inte´grale en eﬀectuant le changement de variable de´ﬁni par
(1− v) log y = ξ(t). Nous obtenons
(3·28)
∫ 2
σ
y1−v − 1
1− v dv = Ξ(wσ)− Ξ(w2) + log(wσ/w2).
En observant, d’une part, que w2 = (1 − 1/y)/ log y — et donc Ξ(w2) 	 1/y en
vertu de (2·40) — et, d’autre part, que le terme F0(σ∗) est englobe´ par le terme
d’erreur lorsque σ  32 , nous obtenons bien (3·25).
Il reste a` traiter le cas σ > 32 . A` cette ﬁn, nous re´crivons, d’apre`s (3·19), l’esti-
mation (3·23) pour v > 1 sous la forme
H1(v, y) =
y1−v
1− v +H1(v) +O
( y1−v
L(y)c
)
.
Il suit, pour σ > 32 ,
(3·29)
H0(σ, y) =
∫ ∞
σ
H1(y, v) dv =
∫ ∞
σ
y1−v dv
1− v +H0(σ) +O
( y1−σ
L(y)c
)
=
∫ wσ
0
{1 + tξ(t)}ξ′(t)
ξ(t)
dt− log(σ − 1) + F0(σ) +O
( y1−σ
L(y)c
)
.
Nous avons
− log(σ − 1) = log(wσ log y)− log(1− y1−σ)
= log(wσ log y) + y1−σ +O
(
y2(1−σ)
)
et, graˆce a` (2·38),∫ wσ
0
{1 + tξ(t)}ξ′(t)
ξ(t)
dt = Ξ(wσ) +
∫ wσ
0
{
ξ′(t)
ξ(t)
+
1
t
}
dt
= Ξ(wσ) + log
∣∣wσξ(wσ)∣∣
= Ξ(wσ)− e−1/wσ +O
(
e−2/wσ
wσ
)
= Ξ(wσ)− y1−σ +O
(
y3(1−σ)/2
)
.
En reportant ces deux estimations dans (3·29), nous obtenons bien (3·25). unionsq
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3·4. La fonction de Dickman
La the´orie des entiers friables fait fondamentalement intervenir la fonction de
Dickman, traditionnellement de´signe´e par la lettre = et de´ﬁnie comme l’unique
solution continue sur [0,∞[ et de´rivable sur ]1,∞[ de l’e´quation diﬀe´rentielle aux
diﬀe´rences
v=′(v) + =(v − 1) = 0
avec la condition initiale =(v) = 1 pour 0  v  1.(9) Nous posons =(v) = 0 pour
v < 0 et prolongeons toutes les de´rive´es de = par continuite´ a` droite sur R. Nous
introduisons e´galement la de´rive´e logarithmique
(3·30) r(v) := −=
′(v)
=(v)
=
=(v − 1)
v=(v)
(v > 0).
On peut e´tablir facilement (voir par exemple le corollaire III.5.8.3 de [30]) que
(3·31) r(v) = ξ(v) +O
(1 + log v
v
)
(v  1),
et l’estimation plus pre´cise
(3·32) r(v) = ξ(v) +O(1/v),
est e´tablie au lemme 3.7 de [3].
D’apre`s le the´ore`me III.5.7 de [30], on a
(3·33) =̂(s) :=
∫ ∞
0
e−vs=(v) dv = exp{γ + I(−s)} (s ∈ C)
ou`
I(s) :=
∫ s
0
et − 1
t
dt.
Avec ces notations, la formule d’Alladi–de Bruijn (voir par exemple le the´o-
re`me III.5.8 de [30]) s’e´crit
=(v) =
{
1 +O
(1
v
)}e−vξ(v)=̂(− ξ(v))√
2π/ξ′(v)
(v  1)
et l’on de´duit aise´ment de cette formule, de (2·37) et de (3·32) que
(3·34) =(v)  =̂
(− r(v))e−vr(v)/√v
= e−vr(v)+v+O(v/ log(v+1)) (v  1).
La ﬁn de ce paragraphe est consacre´e a` deux estimations de =̂(s) lorsque
s = −r(u) + iτ , |τ |  1.
9. Voir notamment (4·7) infra.
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Lemme 3.7. Il existe une constante c > 0 telle que, pour u  1, s = −r(u) + iτ ,
|τ |  1, on ait
(3·35) s=̂(s) 	 r(u)=̂(−r(u))e−cuτ2 .
De´monstration. L’estimation annonce´e de´coule trivialement de celle du lem-
me III.5.8.2 de [30] lorsque la partie re´elle de s est choisie e´gale a` −ξ(u) au lieu
de −r(u). On ve´riﬁe aise´ment que la de´monstration donne´e dans [30] reste valable
sans changement dans le cas e´nonce´. unionsq
Lemme 3.8. Pour u  1, s = −r(u) + iτ , |τ |  u−1/3, on a
=̂(s) =
{
1 +O
(
τ(1 + τ2u)
) }
=̂(−r(u)) exp{− iτu− 12τ2u(1− 1/ξ(u))}.
De´monstration. Le re´sultat indique´ est obtenu par un de´veloppement de Taylor de
I(−s) a` l’ordre 3 graˆce aux e´valuations
I ′(r(u)) =
er(u) − 1
r(u)
= u+O(1),
I ′′(r(u)) =
(r(u)− 1)er(u) + 1
r(u)2
= u− u/ξ(u) +O(1),
I ′′′(r(u) + iτ) 	 u,
qui re´sultent aise´ment de (3·32). unionsq
3·5. Estimations de crible
Posons
(3·36) Nm(t) :=
∑
nt
(n,m)=1
1
et de´ﬁnissons Rm(t) par l’identite´
Nm(t) = t
{
ϕ(m)/m+Rm(t)
}
(t > 0).
Les estimations suivantes du terme d’erreur Rm(t) constituent un point de de´part
indispensable pour notre e´tude de Ψm(x, y). Elles remplacent avantageusement la
majoration classique, obtenue par inversion de Mo¨bius,
(3·37) |Rm(t)|  2ω(m)/t (t > 0)
au moins lorsque t  2ω(m)(1+4/Wm).
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Lemme 3.9. On a uniforme´ment pour m entier, m  1,
(3·38) Rm(t) 	

ϕ(m)
m
t−4/(6+Wm) (t  ω(m) + 1),
1 (0 < t  ω(m) + 1),
ou` Wm de´signe la quantite´ de´ﬁnie en (2·3).
De´monstration. Soit κ > 0. Nous observons d’abord que l’on a
(3·39) Rm(t) 	

ϕ(m)
m
{
t−κ/Wm + e−
√
log t
}
(t  ω(m) + 1)
t−1/W
∗
m (t > 0)
ou` l’on a pose´ W ∗m :=
1
5 (6+Wm). La premie`re estimation (3·38) co¨ıncide avec celle
du lemme de [29]. Pour e´tablir la seconde, nous faisons appel a` la majoration (4·12)
de [6] sous la forme
Rm0(t) 	 t−1/W
∗
m (t > 0)
pour
m0 :=
∏
pν‖m
pω(m)+1
pν .
Cela implique
Rm(t) =
∑
d|m/m0
µ(d)
d
Rm0(t/d)
	 t−1/W∗m
∏
p|m
p>ω(m)+1
(
1 +
1
p1−1/W∗m
)
	 t−1/W∗m .
La relation (3·38) est clairement conse´quence de la premie`re majoration (3·39)
avec κ = 5 lorsque t  eW 2m/25. Dans le cas contraire, la seconde majoration fournit
Rm(t) 	 t−4/(6+Wm)e−W 2m/(150+25Wm) 	 t
−4/(6+Wm)
Wm
	 ϕ(m)
m
t−4/(6+Wm).
unionsq
Le re´sultat suivant renforce le´ge`rement la premie`re estimation de (3·39).
Lemme 3.10. Soit a ∈ ]0, 1[. Il existe une constante b = b(a) > 0 telle que, pour
m  1, t  ω(m) + 1, on ait
(3·40) Rm(t) 	 ϕ(m)
m
{
D−(1−a)D + e−b
√
log t log2(2t)
}
ou` D := (log t)/ log{ω(m) + 2}.
De plus, sous les conditions y  2, P (m)  y, u  2, on a
(3·41) Rm(yu) 	 ϕ(m)
m
{
u−(1−a)u + y−bu
}
.
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De´monstration. Soit c > 0 un parame`tre que nous choisirons suﬃsamment petit
par rapport a` a. Ainsi qu’il a e´te´ remarque´ dans [29], la majoration classique issue
du crible de Brun permet de supposer
(3·42) t  (ω(m) + 1)2/(1−c).
Nous appliquons ensuite le lemme fondamental du crible combinatoire sous la forme
e´nonce´e dans [5]. Notant
mz :=
∏
pν‖m
pz
pν ,
nous avons, uniforme´ment par rapport a` z  1 et v  1,
(3·43) Nmz (t) = t
ϕ(mz)
mz
{
1 +O
(
v−(1−c)v
)}
+O(zv).
Si z  ω(m) + 1, on a
0  ϕ(mz)
mz
− ϕ(m)
m
 ϕ(m)
m
{
(1− 1/z)−ω(m) − 1
}
	 ϕ(m)ω(m)
mz
.
De plus, sous la meˆme condition, la formule d’inversion de Mo¨bius permet d’e´crire
0  Nmz (t)−Nm(t) =
∑
d|m/mz
d>1
µ(d)Nmz
( t
d
)
 t
∑
d|m/mz
d>1
µ(d)2
d
= t
{ ∏
p|m/mz
(
1 +
1
p
)
− 1
}
	 tω(m)
z
.
Graˆce a` la majoration classique 1 	 ϕ(m) log{ω(m) + 2}/m, nous obtenons ainsi
lorsque z  ω(m) + 1, v  1
(3·44) Nm(t) = tϕ(m)
m
{
1 +O
(
v−(1−c)v +
ω(m) log(ω(m) + 2)
z
)}
+O(zv).
Pour le choix des parame`tres
z := (ω(m) + 1)
{
ω(m) + e
√
log t log2 2t
}c
, v := (1− c) log t
log z
,
nous avons z  ω(m) + 1 et, en vertu de (3·42), v  1. En choisissant c de sorte
que (1− c)2 > 1− a, nous de´duisons bien (3·40) de (3·44).
Pour e´tablir (3·41), il suﬃt de spe´cialiser, dans (3·43), z = y et v = (1 − c)u ou`
c satisfait a` (1− c)2 > 1− a. unionsq
Les deux re´sultats suivants peuvent eˆtre conside´re´s comme une estimation de
crible en moyenne. Nous rappelons la notation (2·4), soit ϑm := Wm/ log y.
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Lemme 3.11. Pour 1  u  (log2 y)2 et ω(m) 	
√
y, on a
(3·45)
∫ u
0
|Rm(yv)|evr(u) dv 	 ϕ(m)
m
ϑm eu
2/3
et
(3·46)
∫ ∞
u
|Rm(yv)|evr(u) dv 	 ϕ(m)
m
ϑm u
−u/2.
Remarques. (i) Nous n’avons pas cherche´ ici a` optimiser les exposants 23 de (3·45)
et 12 de (3·46) : au prix de quelques complications techniques, ils pourraient eˆtre
respectivement remplace´s par 12 + ε et 1− ε pour ε > 0 arbitrairement petit.
(ii) Les estimations (3·45) et (3·46) sont plus pre´cises mais analogues a` celles des
lemmes 13 et 14 de [34], qui auraient suﬃ a` nos pre´sentes applications. Nous avons
cependant choisi de pre´senter ici une courte preuve autonome pour le confort du
lecteur et en vue de re´fe´rence ulte´rieure.
De´monstration. Lorsque y est borne´, les estimations annonce´es re´sultent de (3·37).
Nous pouvons donc supposer y assez grand et par conse´quent
(3·47) λ := log y
log{ω(m) + 2} = 2 +O
( 1
log y
)
 158 .
Nous commenc¸ons par e´tablir la majoration
(3·48)
∫ ϑ
0
|Rm(yv)|dv 	 ϕ(m)
m
ϑ (ϑ  ϑm).
On a en eﬀet
(3·49)
∫ ϑ
0
|Rm(yv)|dv 	
∫ ϑ
0
{ϕ(m)
m
+
Nm(yv)
yv
}
dv
	 ϕ(m)
m
ϑ+
1
log y
∑
nyϑ
(n,m)=1
1
n
.
On obtient (3·48) en observant que la dernie`re somme en n n’exce`de pas
∏
pyϑ
p m
(1 + 1/p) 	 ϕ(m)
m
ϑ log y.
Nous de´duisons ensuite de (3·48) et (3·31) que la contribution de l’intervalle
[0, u3/5] a` l’inte´grale de (3·45) est majore´e par le membre de droite.
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Lorsque u3/5 < v  u nous pouvons e´crire, graˆce a` (3·40) avec a = 1/15, (3·47)
et (3·31),
Rm(yv)evr(u) 	 ϕ(m)
m
{
(λv)−14λv/15 + e−
√
v log y
}
evξ(u)+O(log u)
	 ϕ(m)
m
λ−7v/4u−(21v/20)+v+O(v(log2 3u)/ log 2u)
	 ϕ(m)
mλ
	 ϕ(m)
m
ϑm.
Cela implique bien (3·45).
Pour e´tablir (3·46), nous e´valuons l’inte´grande en appliquant (3·40) si u  v 
log y, et (3·41) si v > log y. Nous obtenons apre`s calcul
(3·50) |Rm(yv)|evr(u) 	 ϕ(m)
m
ϑme−3vr(u)/2 (v  u).
Cela implique imme´diatement (3·46). unionsq
Notons
(3·51) β = β(x, y) := 1− r(u)
log y
(x  y  2)
et posons
Fm(z) :=
∫ ∞
z
t1−β dRm(t).
Lemme 3.12. Pour 1  u  (log2 y)2, m  1, ω(m) 	 √y, on a
Fm(yu) 	 gm(β)ϑm u−u/3.
De´monstration. Le re´sultat annonce´ est, apre`s inte´gration par parties, conse´quence
imme´diate de (3·46), (3·50) et de la minoration issue de (3·27) et (3·6)
gm(β)  exp
{
−
∑
ppω(m)
1/pβ
}
 e
O(u)
log y
.
unionsq
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3·6. Estimations relatives a` gm(s)
Nous commenc¸ons par un lemme concernant les de´rive´es logarithmiques de gm.
Nous posons
γm(s) := log gm(s) (σ > 0), zm := pω(m),
ou` pk de´signe le k-ie`me nombre premier lorsque k  1 et p0 := 2.
Lemme 3.13. On a uniforme´ment pour 0 < σ < 1 et e s = σ
(3·52)
|γ′m(s)|  γ′m(σ) 	
z1−σm − 1
(1− z−σm )(1− σ)
,
|γ′′m(s)|  |γ′′m(σ)| 	
(z1−σm − 1) log zm
(1− z−σm )2(1− σ)
.
De´monstration. On a
γ′m(s) =
∑
p|m
log p
ps − 1 , γ
′′
m(s) = −
∑
p|m
(log p)2ps
(ps − 1)2 .
Le module maximal de ces fonctions sur une droite verticale d’abscisse σ > 0
est donc atteint en s = σ. De plus, comme les fonctions t → (log t)/(t − 1) et
t → t(log t)2/(t− 1)2 sont de´croissantes pour t  1, nous obtenons des majorations
de |γ′m(σ)| et |γ′′m(σ)| en choisissant comme domaine de sommation l’ensemble
des nombres premiers n’exce´dant pas zm. Le re´sultat annonce´ de´coule alors du
lemme 13 de [16]. unionsq
Les trois lemmes suivants concernent la fonction gm(s) et ses de´rive´es. Le premier
et le troisie`me sont des versions amende´es de certains e´nonce´s de [34]. Nous
rappelons les de´ﬁnitions (2·4) de ϑm et (3·51) de β.
Lemme 3.14. Soit ε > 0. Sous les conditions
(log x)1+ε  y  x, |τ |  1
u1/3 log y
, ω(m) 	 √y, σ = α ou β,
on a
(3·53) gm(σ + iτ) = gm(σ)
{
1 + iτγ′m(β) +O(τ
2(Em log y)2)
}
et
(3·54) γ′m(σ) 	 Em log y, γ′′m(σ) 	 Emϑm(log y)2.
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De´monstration. Traitons par exemple le cas σ = β, les formules relatives a`
σ = α e´tant obtenues de manie`re similaire. Nous avons, d’apre`s le the´ore`me des
accroissements ﬁnis,
(3·55) gm(s) = gm(β) exp
{
iτγ′m(β) +O(τ
2γ′′m(β))
}
.
Lorsque (log x)1+ε  y  x, ω(m) 	 √y, le Lemme 3.13 fournit
γ′m(β) 	 ϑm log y
eϑmr(u) − 1
ϑmr(u)
	 ϑm log y {u log(u+ 2)}
ϑm
1 + ϑm log(u+ 2)
= Em log y,
γ′′m(β) 	 (ϑm log y)2
eϑmr(u) − 1
ϑmr(u)
	 Emϑm(log y)2,
ou` nous avons utilise´ le fait que la fonction x → (ex − 1)/x est croissante sur R+
et fait appel a` (3·31) sous la forme
(3·56) r(u)  log{u log(u+ 2)}+O(1).
Comme on a γ′′m(β)τ
2 	 1 sous les hypothe`ses eﬀectue´es, un de´veloppement limite´
de l’exponentielle dans (3·55) permet de conclure. unionsq
Remarque. La premie`re partie du Lemme 3.14 pre´cise et rectiﬁe le lemme 5
de [34]. Nous notons en premier lieu que l’e´nonce´ de Xuan est incorrect parce
qu’il n’y pre´cise pas la condition sur y. C’est sans conse´quence pour la suite
car le lemme n’est eﬀectivement utilise´ que pour y  (log x)1+ε. Cependant, une
autre impre´cision, beaucoup plus se´rieuse, apparaˆıt dans la majoration de γ′m(β)
donne´e dans [34], qui repose implicitement sur l’ide´e que la condition ω(m)  √y
impliquerait ϑm  12 . Or, on ne peut pas de´duire de l’hypothe`se une estimation
plus pre´cise que
(3·57) ϑm  12 + {log2 y +O(1)}/ log y,
comme l’atteste l’exemple m =
∏
1j√y pj ou` pj de´signe le j-e`me nombre premier.
On a, pour ce choix de m,
γ′m(β) 
ϑm log y
log(u+ 2)
{u log(u+ 2)} 12+log2 y/ log y
alors qu’il est e´nonce´ dans [34] que
γ′m(β) 	
ϑm log y
log(u+ 2)
{u log(u+ 2)}1/2.
La quantite´ ulog2 y/ log y n’e´tant pas ne´cessairement borne´e dans le domaine
conside´re´, le re´sultat de [34] est clairement en de´faut.
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Lemme 3.15. Sous les conditions
(3·58) x  y  2, ω(m) 	 √y,
on a
(3·59) γ(j)m (α) 	
(
Emu log y/u
)j (j = 1, 2).
De´monstration. Lorsque y > (log x)2, les estimations (3·54) et (2·10) impliquent
imme´diatement (3·59). Nous pouvons donc nous placer dans le cas 2  y  (log x)2.
D’apre`s (3·52), (3·3) et (3·12), nous pouvons alors e´crire,
(3·60)
γ′m(α) 	 e(1−α)Wm
(
1 +
1
αWm
)
	 yϑm(1−α)
(
1 +
1
αϑm log y
)
 (u log y)ϑm
(
1 +
1
αϑm log y
)
	 Emu(log y)/u.
De meˆme,
γ′′m(α) 	 e(1−α)WmWm
(
1 +
1
αWm
)2
	
(Emu log y
u
)2
.
unionsq
Lemme 3.16. Sous les conditions
(3·61) (log x)2  y  x, ω(m) 	 √y, β = 1− r(u)
log y
, s = β + iτ,
il existe une constante C0 telle que l’on ait
(3·62) gm(s) 	
 gm(β)e
C0
√
u (τWm)
2
si |τ |  1/ log y,
gm(β)W 2me
C0
√
u si |τ | > 1/ log y.
Remarque. Ce re´sultat pre´cise et rectiﬁe les lemmes 7 et 8 de [34], qui omettent la
nouvelle, et indispensable, condition sur y.
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De´monstration. La premie`re estimation (3·62) re´sulte de (3·55) et de la majoration
γ′′m(β) 	 W 2m
√
u, qui est elle-meˆme conse´quence de (3·54). En eﬀet, dans le
domaine (3·61), on de´duit de (3·57) que
(3·63) Em
ϑm
=
{u log(u+ 2)}ϑm
1 + ϑm log(u+ 2)
	 √u (log x)
(log2 y)/ log y√
log(u+ 2)
	 √u.
La seconde majoration de´coule, toujours sous l’hypothe`se (3·61), de l’estimation
(3·64)
|gm(s)|  1
gm(β)
	 exp
{ ∑
ppω(m)
1
pβ
}
	Wm exp
{
O
( {u log(u+ 2)}ϑm
1 + ϑm log(u+ 2)
)}
	WmeO(
√
u),
issue de (3·27), (3·56) et (3·63). unionsq
Lemme 3.17. Il existe une constante absolue b3 telle que, pour toute constante
positive c, sous les conditions
(3·65) x  y  2, P (m)  y, 1  d  x/y, ω(m) 	 √y/(log y)δ,
et avec les notations t := (log d)/ log y, αt := α(yu−t, y) = α(x/d, y), on ait
(3·66) gm(αt)
gm(α)

(
1− t
2
u2 + u2
)−cu−b3√u{
1 +O
( tEm
u
)}
.
De´monstration. Commenc¸ons par e´tablir l’estimation
(3·67) log
(
gm(αt)
gm(α)
)
	 Em log
( u+ 1
u+ 1− t
)
(y > log x ou t  u/2).
A` cette ﬁn, nous observons que, d’apre`s (3·59),
(3·68) γ′m(σ)  γ′m(α) 	 Emu(log y)/u (α  σ  1).
Nous pouvons donc e´crire
(3·69) log
(
gm(αt)
gm(α)
)
=
∫ αt
α
γ′m(σ) dσ 	 (αt − α)Em
u log y
u
.
Pour e´tablir (3·67), il suﬃt donc de montrer que l’on a sous les hypothe`ses indique´es
(3·70) αt − α	 u
u log y
log
( u+ 1
u+ 1− t
)
.
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Or, d’apre`s (5·3),
αt − α	
∫ u
u−t
v dv
v2 log y
,
ou` nous avons pose´ v = min(v, y/ log y). Cela implique trivialement (3·70) lorsque
y > log x puisque v  v. Si y  log x, et donc t  u/2, la majoration v  u est
suﬃsante puisque l’on a alors∫ u
u−t
v dv
v2
 tu
u(u− t) 	
tu
u2
 u
u
log
( u+ 1
u+ 1− t
)
.
Montrons a` pre´sent que, dans son domaine de validite´, la formule (3·67) im-
plique (3·66).
Conside´rons d’abord le cas t  u/2. D’apre`s la Proposition 3.4, on a
(3·71) Em 	
√
u
sous l’hypothe`se (3·65). Soit alors A un parame`tre positif. Si t  min(u/2, Au/√u),
et donc tEm/u	A 1, nous de´duisons de (3·67) que
gm(αt)
gm(α)
 exp{OA(tEm/u)}  1 +OA(tEm/u),
ce qui implique bien (3·66). Si Au/√u < t  u/2, il de´coule de (3·67) et (3·71)
qu’il existe une constante absolue c7 > 0 telle que
log
(
gm(αt)
gm(α)
)
 c7t
√
u
u
 c7t
2u
Au2
 cu log
(
1
1− t2/(u2 + u2)
)
quitte a` choisir A > 2c7/c. Nous avons donc e´tabli (3·66) lorsque t  u/2.
Tournons ensuite notre attention vers le cas y > log x, t > u/2. Le re´sultat est
une conse´quence triviale de (3·67) si u est borne´. Si u est assez grand, il re´sulte de
(3·67) et (3·71) que
(3·72)
log
(
gm(αt)
gm(α)
)
= O
(√
u log u
)
 cu log 87  cu log
(
1
1− t2/(u2 + u2)
)
.
Nous avons donc prouve´ la validite´ de (3·66) lorsque y > log x ou t  u/2.
Dans le cas restant, i.e. lorsque y  log x et u/2 < t  u − 1, nous utilisons la
majoration
γ′m(σ) =
∑
p|m
log p
pσ − 1 
ω(m)
σ
	
√
u
σ
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ou` la dernie`re estimation de´coule du fait que, pour y  log x, on a
δ = 12 +O(1/ log y)
et donc, par (3·65), ω(m) 	 √y/(log y)δ  √y/ log y = √u. Il s’ensuit que
(3·73) log
(
gm(αt)
gm(α)
)
	
√
u log
(αt
α
)
.
D’apre`s (3·2), on a
αt log y  log
(
1 +
u
u− t
)
(y  log x, 0  t  u− 1),
donc
αt
α
 u+ u− t
u+ u
 1− t
2
u2 + u2
(y  log x, 0  t  u− u).
En reportant dans (3·73), il suit
(3·74) log
(
gm(αt)
gm(α)
)
	
√
u log
(
1
1− t2/(u2 + u2)
)
(y  log x, u/2 < t  u−u).
Cette e´valuation persiste en fait lorsque t > max(u/2, u− u). En eﬀet, nous avons
d’une part, par (3·74),
(3·75) log
(
gm(αu−u)
gm(α)
)
	
√
u log
(u+ u
u
)
	
√
u log
(
1
1− t2/(u2 + u2)
)
et d’autre part, par (3·72), puisque u est grand,
(3·76)
log
(
gm(αt)
gm(αu−u)
)
 log
(
gm(1)
gm(α(ey, y))
)
 cu log 87
 cu log
(
1
1− t2/(u2 + u2)
)
.
En sommant (3·75) et (3·76), et en tenant compte de (3·74), nous obtenons bien la
validite´ de (3·66) pour y  log x et u/2 < t  u− 1. unionsq
Le lemme suivant fournit une majoration de |gm(s)| en moyenne qui joue un
roˆle crucial dans notre me´thode. Le gain relatif a` une majoration ponctuelle
comme (3·62) se re´ve`le en eﬀet conside´rable.
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Lemme 3.18. Il existe une constante u0 telle que l’on ait uniforme´ment pour
u0  u  (log2 y)3/2, m  1, ω(m) 	
√
y, T  1,
(3·77)
∫ T
−T
|gm(β + iτ)|2 dτ 	 T 2.
Remarque. On pourrait, si ne´cessaire, remplacer la condition u  (log2 y)3/2 par
u  (log2 y)2/(log3 y)c
ou` c est une constante positive convenable.
De´monstration. D’apre`s le the´ore`me 1 de Gallagher dans [11], l’inte´grale conside´re´e
est
(3·78) 	 T 2
∫ ∞
0
Gm,T (z;β)2
dz
z
,
ou` l’on a pose´
Gm,T (z;β) :=
∑
d|m
z<dz exp{1/T}
µ(d)
dβ
.
Nous estimons Gm,T (z;β) graˆce au the´ore`me 5 de Montgomery et Vaughan
dans [21], qui fournit imme´diatement, par sommation d’Abel,
Gm,T (z;β) 	 z
1−β
(log 2z)1−1/π
(z  1).
Nous utilisons cette estimation pour z  Y avec
Y := exp
{ log y
6r(u)
log
( log y
r(u)
)}
= exp
{ 1
6(1− β) log
( 1
1− β
)}
.
Comme
z1−β
(log 2z)1/6
	 1 (1  z  Y ),
on a ∫ Y
0
Gm,T (z;β)2
dz
z
	
∫ Y
0
dz
1 + z(log 2z)5/3−2/π
	 1.
Pour estimer la contribution du domaine z > Y a` l’inte´grale de (3·78), nous
remarquons que
Gm,T (z;β) 	 z−βΨ(ez, pω(m)) 	 z1−βe−v log v + z−1/2 (z = evWm),
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ou` la seconde majoration re´sulte, par exemple, de l’exercice III.5.6 de [30], dont la
solution est disponible dans [32]. Posons V := (log Y )/Wm. Nous de´duisons de ce
qui pre´ce`de que∫ ∞
Y
Gm,T (z;β)2
dz
z
	Wm
∫ ∞
V
er(u)v−2v log v dv + 1.
Or, pour u  (log2 y)3/2, on a
V  (log2 y)/r(u) +O(1)  u2/3/r(u) +O(1)  er(u)/2.
Cela implique que l’inte´grale en v est
	 e− 12V log V 	 1/ log y.
Cela ache`ve la preuve de (3·77). unionsq
4. Entiers friables crible´s : preuves du
The´ore`me 2.1 et du Corollaire 2.2.
4·1. Estimation de Ψm(x, y) pour les petites valeurs de u.
4·1·1. Premie`re re´duction du proble`me
Sous sa forme basique, la me´thode du col fournit, pour l’e´valuation de Ψm(x, y),
un terme d’erreur relatif de l’ordre de 1/u. Pour obtenir des re´sultats plus pre´cis,
il est ne´cessaire d’augmenter la taille du domaine d’inte´gration fournissant la
contribution principale : c’est la version 〈〈 indirecte 〉〉 de´crite dans [28]. Dans le cas
de la pre´sente application, nous obtenons ainsi, pour chaque ε > 0 et uniforme´ment
sous les conditions
x  3, exp
{
(log2 x)
5/3+ε
}
 y  x, P (m)  y, ω(m) 	 √y,
l’e´valuation
(4·1) Ψm(x, y) = Λm(x, y) +O
(
Ψ(x, y)
/{
Lε(y)gm(β)
})
,
ou` Lε est de´ﬁnie en (3·1), β en (3·51), et ou` l’on a pose´
Λm(x, y) :=

x
∫ ∞
0−
=(u− v) dRm(yv) (x ∈ R Z),
Λ(x+, y) (x ∈ Z).
Cela re´sulte, en eﬀet, des formules (5·4) et (5·5) de [6], et, par exemple, de (3·52).
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Lorsque m = 1, la mesure dR1(t) = d([t] /t) rece`le peu de myste`re arithme´tique.
Partant, le terme principal de de Bruijn Λ(x, y) = Λ1(x, y) remplit pleinement son
roˆle et la formule (4·1) peut eˆtre regarde´e comme un re´sultat ﬁnal.
Lorsque m > 1, en revanche, les ﬂuctuations de Rm(t) reﬂe`tent des phe´nome`nes
subtils et un travail supple´mentaire est ne´cessaire pour de´gager le comportement
asymptotique de Λm(x, y).
C’est cette taˆche que nous nous proposons d’accomplir dans le pre´sent para-
graphe, ou` le parame`tre u sera donc borne´ supe´rieurement en fonction de y. Le
cas comple´mentaire sera traite´, par application directe de la me´thode du col, au
paragraphe 4.2.
Nous de´ﬁnissons la fonction
Z(s) := (s− 1)ζ(s)/s
ou` ζ de´signe la fonction de Riemann. Il est a` noter que Z(s) est analytique dans le
disque unite´ ouvert.
L’e´nonce´ suivant renforce le the´ore`me 5 de [7], dont la de´monstration comporte
une impre´cision — rectiﬁe´e ici — dans le cas ou` u tend vers 1.
Lorsque m  1, x  y  2, nous de´ﬁnissons implicitement le terme Tm(x, y) par
la formule
(4·2) Ψm(x, y) = x=(u)Z(β)gm(β)
{
1 + Tm(x, y)
}
,
ou` β := 1− r(u)/ log y.
Les de´ﬁnitions pre´sentes de Z et β ne correspondent exactement pas a` celles de [7]
mais sont plus maniables dans le cadre de´veloppe´ ici. Nous rappelons e´galement la
notation (2·4), soit ϑm := Wm/ log y.
Proposition 4.1. (i) La majoration
(4·3) Tm(x, y) 	 ϑ
2
m
u
+ ϑm log(u+ 1)
(y
x
)1/(Wm+6)
a lieu uniforme´ment sous les conditions
(4·4) x  3, exp{(log2 x)5/3+ε}  y  x, P (m)  y, ω(m) 	 y1/ log(u+2).
(ii) On a
(4·5) Tm(x, y) 	 Em(1 + Em)
u
,
uniforme´ment sous les conditions
(4·6) x  3, exp
{ log x
(log2 x)3/2
}
 y  x, P (m)  y, ω(m) 	 √y.
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Remarques. (a) Le majorant de (4·3) est 	 ϑ2m/u+ϑme−u dans le domaine (4·4). Il
est donc constamment d’un ordre au plus e´gal a` celui de (4·5), qui, d’apre`s (2·10),
est  ϑm/u.
(b) Il est a` noter que, pour m = 1, la relation (4·3) fournit, dans le meˆme domaine
de validite´, un renforcement de la formule asymptotique de Hildebrand
(4·7) Ψ(x, y) = x=(u)
{
1 +O
( log(u+ 1)
log y
)} (
e(log2 x)
3/5−ε  y  x
)
.
(c) Dans son domaine de validite´, la Proposition 4.1 pre´cise le the´ore`me 1 de [34].
(d) Seule l’assertion (ii) de la Proposition 4.1 est ne´cessaire pour e´tablir le The´o-
re`me 2.1.
Avant d’entamer la de´monstration de la Proposition 4.1, ve´riﬁons que cet e´nonce´
implique le The´ore`me 2.1 dans la re´union des domaines (4·4) et (4·6).
Nous allons meˆme, sous la condition (4·4), de´duire de (4·3), la formule
(4·8) Ψm(x, y) = gm(α)Ψ(x, y)
{
1 +O
(ϑm
u
)}
qui est plus pre´cise que (2·7) puisque Em  ϑm. A` cette ﬁn, nous observons d’abord
que
(4·9) β = α+O
( 1
u log y
)
,
en vertu de (3·3) et de (3·32). Or, on de´duit de (3·52) que l’on a, sous la condi-
tion (4·4),
(4·10) γ′m(σ) 	 log zm = Wm
lorsque min(α, β)  σ  1. Il s’ensuit donc que
gm(α)− gm(β) 	 gm(α)Wm/ log x = ϑmgm(α)/u.
En reportant dans (4·2) et en tenant compte de (4·9), nous obtenons bien (4·8).
4·1·2. Preuve du The´ore`me 2.1 pour les petites valeurs de u
Nous consacrons ce court paragraphe a` ve´riﬁer que la Proposition 4.1(ii) implique
bien, dans son domaine de validite´ (4·6), l’estimation (2·7) du The´ore`me 2.1, soit
Ψm(x, y) = gm(α)Ψ(x, y)
{
1 +O
(
Em(1 + Em)/u
)}
.
En comparant la formule ge´ne´rale (4·3) a` son cas particulier obtenu pour m = 1,
nous voyons qu’il suﬃt d’e´tablir que, sous les conditions (4·6), on a
gm(β) = gm(α)
{
1 +O
(
Em/u
)}
.
Or, cette estimation re´sulte aise´ment des formules (4·9), (3·54) et (3·63). Nous
omettons les de´tails calculatoires.
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4·1·3. Seconde re´duction.
Nous commenc¸ons par montrer que le terme d’erreur de (4·1) est acceptable : la
contribution de Λm(x, y) sera e´value´e dans un second temps.
Il suﬃt de minorer gm(β). Sous les conditions (4·4), nous de´duisons de (3·52) que
(4·11) gm(β)  gm(1)  1/Wm.
Sous l’hypothe`se (4·6), nous avons d’apre`s (3·64)
(4·12) 1/gm(β) 	Wm expO
(√
u
)
.
Ainsi, gm(β)  Lε(y)−1/3 dans les deux cas. Comme Z(β)  1, nous en de´duisons
que le terme d’erreur de (4·1) est bien compatible avec celui de (4·5) et (4·3).
Nous devons ensuite e´valuer Λm(x, y). Nous observons d’abord que la for-
mule (4·17) de [6] permet d’e´crire∫ ∞
0−
er(u)v dRm(yv) = gm(β)Z(β).
Il s’ensuit que
(4·13) Λm(x, y) = x=(u)gm(β)Z(β) + xVm(x, y)
avec
(4·14)
Vm(x, y) :=
∫ ∞
0−
{
=(u− v)− =(u)er(u)v} dRm(yv)
= Rm(x) +
∫ ∞
0
{
=′(u− v)− =′(u)er(u)v}Rm(yv) dv.
Nous avons ainsi re´duit la de´monstration de la Proposition 4.1 a` une e´valuation
ade´quate de Vm(x, y).
4·1·4. Preuve de la Proposition 4.1(i).
Nous observons d’abord que le Lemme 3.9 permet de montrer que la contribution
du terme Rm(x) au membre de droite de (4·13) est compatible avec le terme reste
de (4·3). En eﬀet, comme y est grand, l’hypothe`se ω(m) 	 y1/ log(u+2) implique
x  ω(m) + 1 et
(4·15) 6 +Wm  log ylog(u+ 2) +O(1) 
3 log y
2 log(u+ 2)
.
Nous de´duisons donc de (3·38) et (4·11) que, lorsque ω(m) 	 y1/ log(u+2),
(4·16)
Rm(x) 	 ϕ(m)
m
e−
4
3u(log u+2)y−2u/(6+Wm)
	 gm(β)=(u)ϑ
2
m
u
.
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Il reste a` e´valuer l’inte´grale de (4·14). A` cette ﬁn, nous estimons Rm(yv) a` l’aide
du Lemme 3.9. L’autre facteur de l’inte´grande rele`ve de la formule (6·3) de [7], que
nous e´crivons sous la forme
(4·17) =′(u−v)−=′(u)er(u)v 	 =(u)ve
r(u)v
u
{
1+v log(u+1)
}
(u  1, 0  v  u−1).
Dans [7], cette formule est donne´e pour le domaine u  1, 0  v  u. Cependant,
la re´duction indique´e du domaine de validite´ est ne´cessaire pour tenir compte de
la discontinuite´ de =′(t) en t = 1.
Dans un premier temps, montrons que
(4·18)
∫ ∞
u−1
=′(u)evr(u)Rm(yv) dv 	 gm(β)ϑm=(u) log(u+ 1)
(y
x
)1/(Wm+6)
.
Si u− 1 > ϑm, nous avons graˆce a` (3·38)∫ ∞
u−1
=′(u)evr(u)Rm(yv) dv 	 =′(u)ϕ(m)
m
∫ ∞
u−1
ev{r(u)−4 log y/(6+Wm)} dv.
D’apre`s (4·15) et l’ine´galite´ r(u) < 2 log(u+ 2) e´tablie au lemme 6.2 de [7], on a
4 log y/(6 +Wm)− r(u)  log y/(6 +Wm),
ce qui implique bien (4·18) dans ce cas. Si u−1  ϑm, alors (x/y)1/(Wm+6)  1 et les
calculs pre´ce´dents montrent que la contribution a` l’inte´grale de (4·18) du domaine
v  ϑm est bien majore´e par le membre de droite. Nous e´valuons la contribution
comple´mentaire graˆce a` (3·48) : elle est
	 =′(u)
∫ ϑm
0
|Rm(yv)|dv 	 =(u) log(u+ 1)ϕ(m)
m
ϑm 	 gm(β)=(u) log(u+ 1)ϑm.
Cela ache`ve la preuve de (4·18).
E´tablissons ensuite l’estimation
(4·19)
∫ u−1
0
{=′(u− v)− =′(u)er(u)v}Rm(yv) dv 	 ϑ
2
mgm(β)=(u)
u
.
D’apre`s (4·17), le membre de gauche est
	 =(u)
u
∫ u−1
0
ver(u)v|Rm(yv)|
{
1 + v log(u+ 1)
}
dv.
D’apre`s (3·49), la contribution du segment 0  v  ϑm est
	 ϑ
2
mϕ(m)=(u)
mu
{
1 + ϑm log(u+ 1)
} 	 ϑ2mϕ(m)=(u)
mu
.
L’inte´gration de la premie`re majoration (3·38) pour Rm(yv) fournit aise´ment que
la contribution comple´mentaire n’exce`de pas le membre de gauche de (4·19). unionsq
4·1·5. Preuve de la Proposition 4.1(ii) : lemme fondamental.
Nous introduisons les fonctions
ζm(s) := gm(s)ζ(s), Zm(s) := gm(s)Z(s) = gm(s)(s− 1)ζ(s)/s.
La premie`re e´tape de la de´monstration est formalise´e dans l’e´nonce´ suivant.
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Lemme 4.2. Il existe des constantes u0  1 et c > 0 telles que l’on ait, unifor-
me´ment pour (x, y) satisfaisant (4·6) et u  u0,
(4·20)
Vm(x, y) =
e−ur(u)
2π
∫ 1
−1
eiuτ =̂(−r(u) + iτ){Zm(β + iτy)− Zm(β)}dτ
+O
(
gm(β)ϑm=(u)e−cu/(log u)
2
)
,
ou` l’on a pose´ β := 1− r(u)/ log y et τy := τ/ log y.
De´monstration. On a pour t = 0,
=(t) =
1
2πi
∫ −r(u)+i∞
−r(u)+i∞
=̂(s)ets ds.
Lorsque t = 0, le membre de droite vaut 12 . On peut donc appliquer cette formule
avec t = u puis t = u − v et inse´rer les re´sultats correspondants dans l’expression
(4·14) de Vm(x, y). Comme on a, pour s = r(u) + iτ , |r(u)| < log y,
(4·21)
∫ ∞
0−
eiτv dFm(yv) =
∫ ∞
0−
esv dRm(yv) = Zm(1− sy)
ou` l’on a pose´ sy := s/ log y, il suit
(4·22)
Vm(x, y) =
1
2πi
∫ −r(u)+i∞
−r(u)+i∞
=̂(s)eus{Zm(1 + sy)− Zm(β)}ds
=
e−ur(u)
2π
∫ ∞
−∞
=̂
(− r(u) + iτ)eiτu{Zm(β + iτy)− Zm(β)}dτ.
Par ailleurs, nous de´duisons de (4·21), graˆce a` une inte´gration par parties, que
∫ ∞
0
eiτvFm(yv) dv =
Zm(1 + sy)− Zm(β)
iτ
d’ou`, d’apre`s la formule d’inversion de Fourier,
(4·23) Fm(yv) = 12π
∫ ∞
−∞
Zm(β + iτy)− Zm(β)
iτ
eiuτ dτ,
l’inte´grale e´tant semi-convergente.
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Il de´coule de (4·22) et (4·23) que
(4·24) Vm(x, y) = e
−ur(u)
2π
{
Fm(x) +
∫ ∞
−∞
Zm(β + iτy)− Zm(β)
iτ
ϑ(τ)eiuτ dτ
}
.
avec
ϑ(τ) := iτ =̂
(− r(u) + iτ)− 1.
La quantite´ Fm(x) est majore´e graˆce au Lemme 3.12. Nous obtenons que sa
contribution peut eˆtre englobe´e par le terme d’erreur de (4·20).
Il reste donc a` e´valuer l’inte´grale de (4·24) et nous commenc¸ons par estimer la
contribution des grandes valeurs de τ . A` cette ﬁn, nous employons la formule
(4·25) s=̂(s) = exp
{
−
∫ s+∞
s
e−v
v
dv
}
= 1− e
−s
s
+O
(1 + ur(u)
s2
)
valable pour e s = −r(u), |ms| > 1 + ur(u). Cela implique
(4·26) ϑ(τ) = e
r(u)−iτ + r(u)
−iτ +O
(1 + ur(u)
τ2
)
	 1 + ur(u)
τ
(|τ | > 1+ur(u)).
La contribution a` l’inte´grale du domaine |τ | > T := (log y)2 est donc
(4·27) 	 gm(β)W 2meO(
√
u)
∫ ∞
T
|ζ(β + iτ)|
τ2
dτ 	 gm(β)ϑ2m=(u)eur(u)−u/2,
ou` l’on a utilise´ (3·34), le Lemme 3.16 et l’e´valuation classique(10)
(4·28)
∫ 2U
U
|ζ(σ + iτ)|j dτ 	j,σ0 U (U  1, max( 12 , 1− 1/j) < σ0  σ  1)
avec j = 1.
Examinons ensuite la contribution du domaine
√
T := log y < |τ |  T . On a
clairement
(4·29)
∫
√
T<|τ |T
|Zm(β)ϑ(τ)|
|τ | dτ 	
gm(β){1 + ur(u)}
log y
	 gm(β)=(u)e
ur(u)−u/2
log y
.
De plus,
(4·30)
∫
√
T<|τ |T
|Zm(β + iτy)ϑ(τ)|
|τ | dτ
	 1
log y
∫ log y
1
|Zm(β + it)|
t2
dt
	 1
log y
∫ log y
1
|ζ(β + it)gm(β + it)|
t2
dt
	 1
log y
( ∫ log y
1
|ζ(β + it)|2
t3/2
dt
)1/2( ∫ log y
1
|gm(β + it)|2
t5/2
dt
)1/2
	 1
log y
( ∫ log y
1
|gm(β + it)|2
t5/2
dt
)1/2
,
10. Voir, e.g., [33], the´ore`mes 7.2(A), 7.5, 7.7 et le the´ore`me de Hardy–Ingham–Po´lya p. 149.
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ou` nous avons utilise´ (4·28) avec j = 2. D’apre`s (3·77), on a de plus
∫ log y
1
|gm(β + it)|2
t5/2
dt 
∑
0k(log2 y)/ log 2
1
25k/2
∫ 2k+1
2k
|gm(β + it)|2 dt	 1.
Nous avons donc montre´ que∫
√
T<|τ |T
|Zm(β + iτy)ϑ(τ)|
|τ | dτ 	
1
log y
	 gm(β)ϑm=(u)eur(u)−u/2,
ou` la dernie`re estimation re´sulte de (4·12) et (3·34).
Conside´rons maintenant la contribution du domaine 1 + ur(u) < |τ |  log y a`
l’inte´grale de (4·24). On a
(4·31)
∫ log y
1+ur(u)
Zm(β + iτy)− Zm(β)
iτ
ϑ(τ)eiuτ dτ
=
∫ log y
1+ur(u)
ϑ(τ)eiuτ
τ
dτ
{
iτyZ
′
m(β)− τ2y
∫ 1
0
(1− t)Z ′′m(β + it) dt
}
=
Z ′m(β)
log y
∫ log y
1+ur(u)
ϑ(τ)eiuτ dτ
− 1
(log y)2
∫ 1
0
(1− t)Z ′′m(β + it)
∫ log y
max(1+ur(u),t log y)
τϑ(τ)eiuτ dτ dt
	 |Z
′
m(β)|
log y
+
u2
(log y)2
∫ 1
0
|Z ′′m(β + it)|
1 + t log y
dt
ou` l’on a estime´ les inte´grales en τ par la seconde formule de la moyenne apre`s
insertion de (4·26).
On a pour s = r(u) + iτ , r(u) < log y
(4·32)
∫ ∞
0
esvRm(yv) dv =
gm(1)− Zm(1− sy)
s
.
D’apre`s le Lemme 3.11, il suit donc
(4·33) gm(1)− Zm(β + it)
r(u)− it log y 	 gm(1)ϑme
u2/3 	 gm(β)ϑme2u2/3 .
Aﬁn de re´fe´rences ulte´rieures, notons que cela implique la majoration suivante,
valable lorsque r(u) < log y, |t|  {1 + ur(u)}/ log y,
(4·34) |Zm(β + it)| 	 gm(β)e3u2/3 .
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Comme
Z(j)m (β + it) 	 (ϑmu log y)j |Zm(β + it)|
pour |t|  1 et j = 1, 2, nous en de´duisons que
|Z ′m(β)|
log y
+
u2
(log y)2
∫ 1
0
|Z ′′m(β + it)|
1 + t log y
dt
	 gm(β)ϑmu e3u2/3 + gm(β)ϑ3me3u
2/3
∫ 1
0
r(u) + t log y
1 + t log y
dt
	 gm(β)ϑme4u2/3 .
En reportant dans (4·31) et en utilisant (3·34), nous obtenons donc
∫ log y
1+ur(u)
Zm(β + iτy)− Zm(β)
iτ
ϑ(τ)eiuτ dτ 	 gm(β)ϑm=(u)eur(u)−u/2.
Il reste a` e´valuer la contribution du domaine 1 < |τ |  1 + ur(u) a` l’inte´grale
de (4·24). En utilisant la majoration
=̂(−r(u) + iτ) 	 =̂(−r(u))e−cu/(log u)2 (u  2)
e´tablie par exemple au lemme III.5.8.2 de [30], nous obtenons
∫ 1+ur(u)
1
Zm(β + iτy)− Zm(β)
iτ
ϑ(τ)eiuτ dτ
=
∫ 1+ur(u)
1
ϑ(τ)eiuτ
τ
dτ
∫ τy
0
Z ′m(β + it) dt
=
∫ {1+ur(u)}/ log y
0
Z ′m(β + it)
∫ 1+ur(u)
max(1,t log y)
ϑ(τ)eiuτ
τ
dτ dt
	 gm(β)ϑ2m=̂(−r(u))e−cu/(log u)
2
.
Enﬁn, nous de´duisons de (4·34) et de (4·33) que∫ 1
0
Zm(β + iτy)− Zm(β)
iτ
eiuτ dτ =
∫ 1
0
eiuτ
iτ
∫ τy
0
Z ′m(β + it) dtdτ
	 ϑmgm(β)ue3u2/3
	 ϑmgm(β)eur(u)−u/2=(u).
Cela ache`ve la de´monstration du Lemme 4.2. unionsq
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4·1·6. Preuve de la Proposition 4.1(ii) : comple´tion de l’argument
Soit u0 la constante apparaissant au Lemme 4.2. Nous pouvons aise´ment disposer
du cas
(4·35) u  u0, ω(m) 	 √y.
En eﬀet, sous cette hypothe`se, on a Em  ϑm, donc (4·5) e´quivaut a`
Ψm(x, y) = x=(u)Z(β)gm(β)
{
1 +O(ϑm)
}
.
Or, le the´ore`me de [29] fournit pre´cise´ment cette estimation puisque l’on a dans
ces circonstances β = 1 +O(1/ log y), et donc gm(β) =
{
1 +O(ϑm)
}
ϕ(m)/m.
Compte tenu de (4·13) et (4·20), nous pouvons donc nous restreindre a` estimer
l’inte´grale de (4·20) sous les hypothe`ses (4·6) et u > u0.
La premie`re e´tape consiste a` majorer la contribution du domaine u−1/3 < |τ |  1
a` l’inte´grale de (4·20). Nous pouvons, par syme´trie, nous limiter au cas τ > 0. La
quantite´ conside´re´e vaut alors
(4·36)
∫ 1
u−1/3
eiuτ =̂(−r(u) + iτ){Zm(β + iτy)− Zm(β)} dτ
=
∫ 1/ log y
0
Z ′m(β + it)
∫ 1
t0
=̂
(− r(u) + iτ)eiuτ dτ dt
ou` l’on a pose´ t0 := max(u−1/3, t log y). On a pour |t|  1/ log y et sous les
conditions (4·6)
Z ′m(β + it) 	 Zm(β + it){1 + γ′m(β)} 	 gm(β)eC0
√
u(tWm)
2
Em log y,
d’apre`s (3·62) et (3·54). On a trivialement Em log y 	 Wmu. En faisant appel a`
l’estimation (3·35) pour =̂(s), nous obtenons donc lorsque |t|  1/ log y, τ ∈ [t0, 1],
sup
τ∈[t0,1]
∣∣Z ′m(β + it)=̂(−r(u) + iτ)∣∣ 	 gm(β)Wmu=̂(−r(u))eC0√u (tWm)2−cut20
	 gm(β)Wmu=̂(−r(u))e− 12 cu1/3e(C0
√
uW 2m− 12 cu(log y)2)t2
	 gm(β)Wm=̂(−r(u))e− 12 cu1/3 .
En reportant dans (4·36), nous obtenons une estimation largement suﬃsante.
Nous e´valuons la contribution du domaine |τ |  u−1/3 a` l’inte´grale de (4·20) en
eﬀectuant un de´veloppement limite´ de l’inte´grande. Le Lemme 3.14 implique en
eﬀet, sous l’hypothe`se eﬀectue´e,
Zm(β + iτy)− Zm(β)
= {gm(β + iτy)− gm(β)}Z(β) + gm(β + iτy){Z(β + iτy)− Z(β)}
= gm(β)
{
iτyγ
′
m(β) +O
(
τ2E2m + |τy|
)}
.
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Or, le Lemme 3.8 fournit, dans les meˆmes conditions,
eiuτ =̂(−r(u) + iτ) = {1 +O(τ(1 + τ2u))}=̂(− r(u))e−wτ2/2,
ou` l’on a pose´ w := u−u/ξ(u). En rassemblant nos estimations, et en faisant appel
a` (3·34) et (3·54), nous obtenons
(4·37)
e−ur(u)
∫ u−1/3
−u−1/3
eiuτ =̂(−r(u) + iτ){Zm(β + iτy)− Zm(β)} dτ
= gm(β)=(u)
√
u
∫ u−1/3
−u−1/3
e−wτ
2/2
{
iτyγ
′
m(β) +O(R)
}
du,
ou` l’on a pose´
R := |τy|+ τ2Em(1 + Em) + uτ4Em.
La contribution du terme en τyγ′m(α) e´tant nulle par syme´trie, nous de´duisons que
le membre de gauche de (4·37) est
	 =(u)gm(β)
u
{ √u
log y
+ Em(1 + Em)
}
,
ce qui termine la de´monstration de la Proposition 4.1. unionsq
4·2. Estimation de Ψm(x, y) pour les grandes valeurs de u.
Nous nous proposons ici de comple´ter la de´monstration du The´ore`me 2.1 en
e´tablissant la formule (2·7) dans le domaine non couvert par la Proposition 4.1.
Nous avons e´tabli au § 4.1.2 que la Proposition 4.1(ii) permet de disposer du cas
(4·38) 1  u  (log2 2y)3/2, ω(m) 	
√
y.
De plus, ainsi qu’il a e´te´ observe´ dans la remarque (a) qui en suit l’e´nonce´, la
Proposition 4.1(i) prend en compte le cas
(4·39) u  Lε(y), ω(m) 	 y1/ log(u+2).
Nous pourrions donc, en toute rigueur, nous limiter a` la situation ou` ni (4·38),
ni (4·39), ne sont re´alise´es. Cependant, la me´thode analytique que nous employons
fonctionne sous les conditions moins restrictives
(4·40) u > (log2 2y)3/2, ω(m) 	
√
y.
Comme il pourra eˆtre utile, dans d’autres contextes, de disposer d’une description
pre´cise de la technique dans son champ naturel de validite´, nous conside´rons dans
ce qui suit l’ensemble du domaine (4·40).
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Nous pouvons clairement supposer, sans perte de ge´ne´ralite´, que l’entier m est
sans facteur carre´. Nous observons e´galement que, lorsque y est borne´, le The´o-
re`me 2.1 de´coule trivialement de l’estimation
(4·41) Ψm(x, y)  (log x)π(y)−ω(m) (2  y  y0, P (m)  y)
et de l’e´valuation (3·2). Cela nous permet donc, dans ce qui suit, de supposer que
y est arbitrairement grand.
Nous employons, pour la se´rie de Dirichlet ζm(s, y) = gm(s)ζ(s, y), la me´thode du
col telle qu’elle est de´veloppe´e dans [16] pour le cas m = 1, en choisissant l’abscisse
d’inte´gration e´gale a` α(x, y). Cela repre´sente un certain de´calage par rapport au
choix optimal, de´pendant de m, mais facilite la comparaison avec Ψ(x, y). Comme
la de´marche est identique a` celle de [16], nous renvoyons librement a` ce travail
pour certains de´tails calculatoires et focalisons notre attention sur les diﬃculte´s
nouvelles induites par la pre´sence du parame`tre m.
L’e´tape initiale consiste en une majoration ade´quate du rapport ζm(s, y)/ζm(α, y)
dans un large domaine en τ = ms. Nous obtenons que l’on a, pour chaque ε > 0
ﬁxe´,
(4·42) ζm(s, y)
ζm(α, y)
	

exp
{−c0y
log y
log
(
1 +
τ2σ2
y/ log y
)} (|τ |  1/ log y)
exp
{ −c0τ2u
(1− α)2 + τ2
} (
1/ log y < |τ |  Yε
)
uniforme´ment dans le domaine (2·6) ou` σ2 est la quantite´ de´ﬁnie en (3·8), et ou`
nous avons pose´
(4·43) Yε := exp
{
(log y)3/2−ε
}
.
Pour e´tablir (4·42), nous utilisons d’abord l’estimation∣∣∣∣1− p−α1− p−s
∣∣∣∣  exp{− c1 log (1 + τ2σ2y/ log y)} (|τ |  1log y , p  y  log x)
e´tablie, pour une constante positive convenable c1, dans [16], p. 275. Cela implique
clairement (4·42) dans le meˆme sous-domaine en x, y, τ . Ensuite, nous observons
que les calculs des pp. 275–6 de [16] fournissent, pour une constante positive
convenable c2,
(4·44) ζm(s, y)
ζm(α, y)
	

exp
{
− c2τ2σ2 +O
(
τ2γ′′m(α)
)} (|τ |  1
log y
, y > log x
)
,
exp
{ −c2τ2u
(1− α)2 + τ2 +O
(
γ∗m(α)
)} ( 1
log y
< |τ |  Yε
)
,
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avec γ∗m(α) :=
∑
p|m 1/p
α. Nous notons imme´diatement que (3·6) implique
(4·45) τ
2u
(1− α)2 + τ2 
u
(1 + log u)2
(|τ | > 1/ log y).
Lorsque |τ |  1/ log y, y > (log x)6/5, on a, d’apre`s (3·3),
α 1, (1− α)  ξ(u)/ log y.
Comme ϑm  23 de`s que y est assez grand, la majoration (3·54) fournit donc
(4·46) γ′′m(α) 	W 2mu2/3 	
σ2
u1/3
,
en vertu de (3·9). Nous obtenons bien (4·42) dans ce cas.
Lorsque 1/ log y < |τ |  Yε, y > (log x)6/5, nous pouvons e´crire graˆce a` (3·27)
γ∗m(α) 	 log2 zm +
z1−αm − 1
(1− α) log zm 	 log2 y + u
2/3 	 u2/3.
Compte tenu de (4·45), nous obtenons encore (4·42).
Reste a` traiter le cas y  (log x)6/5. Nous avons alors y 	 u4/3. Par (3·52)
et (3·4), il s’ensuit que
(4·47)
γ′′m(α) 	
z1−αm − 1
α2(1− α) log zm 	
ω(m)
α2
	 (u log y)
2
u2
√
y 	 σ2
u1/3
,
et
γ∗m(α)  ω(m) 	 u2/3.
Graˆce a` (4·45), nous voyons que ces estimations sont suﬃsantes pour de´duire (4·42)
de (4·44).
Ensuite, nous de´duisons de (4·42) une majoration du nombre des entiers friables
localise´s dans un petit intervalle et premiers avec m : il existe une constante absolue
c3 > 0 telle que, uniforme´ment pour
(4·48) x  y  2, u > (log2 2y)3/2, ω(m) 	
√
y,
et 1  z  Yε, on ait
(4·49) Ψm(x+ x/z, y)−Ψm(x, y) 	 xαζm(α, y)
{
1/z + e−c3u
}
.
Cette estimation de´coule aise´ment de (4·42) et de la majoration standard
Ψm(x+ x/z, y)−Ψm(x, y) 	 1
z
∫ α+iz
α−iz
(
1− |τ |/z)xsζm(s, y) ds.
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En eﬀet, nous obtenons (4·49) en majorant trivialement |ζm(s, y)| par ζm(α, y) pour
|τ |  1 et par 	 ζm(α, y)e−c0u/2 pour 1 < |τ |  Yε.
La troisie`me e´tape de la de´monstration consiste a` e´tablir la formule d’appro-
ximation
(4·50) Ψm(x, y) = 12πi
∫ α+i/ log y
α−i/ log y
ζm(s, y)xs
ds
s
+O
(
xαζm(α, y)R
)
avec R := e−c4u/(log 2u)
2
+1/Yε, ou` c4 est une constante absolue positive convenable.
La relation (4·50) est prouve´e en deux temps : on fait d’abord appel a` la formule
de Perron eﬀective avec une troncature de l’inte´grale a` |τ | = T := 1/R2 — le terme
d’erreur est alors estime´ graˆce a` (4·49) — et l’on majore ensuite la contribution du
domaine 1/ log y < |τ |  T en faisant appel a` (4·42). Nous omettons les de´tails,
qui sont identiques a` ceux de la preuve du lemme 10 de [16].
Nous observons a` pre´sent que, puisque α
√
σ2 	
√
u log y d’apre`s (3·4) et (3·9),
nous avons dans le domaine (4·48)
(4·51) R	 1
u3/2(log y)2
	 1
α
√
σ2 u log y
.
Cela montre, compte tenu de (3·10) et (2·10), que le terme d’erreur de (4·50) est
	 gm(α)x
αζ(α, y)
α
√
σ2u log y
	 gm(α)Ψ(x, y)
u log y
	 gm(α)Ψ(x, y)E∗m(x, y).
Il est donc englobe´ par le terme reste de (2·7).
En appliquant la formule (4·50) pour une valeur ge´ne´rique de m et pour m = 1,
nous de´duisons donc de ce qui pre´ce`de que
(4·52)
Ψm(x, y) = gm(α)Ψ(x, y)
{
1 +O
(
E∗m(x, y)
)}
+
1
2πi
∫ α+i/ log y
α−i/ log y
{
gm(s)− gm(α)
}
ζ(s, y)xs
ds
s
.
Posons T0 := u2/3/(u log y) et de´signons par J1(T0) la contribution a` l’inte´grale
de (4·52) du domaine T0 < |τ |  1/ log y. La majoration (4·42) fournit une premie`re
estimation de cette quantite´ : nous obtenons, avec les meˆmes calculs que dans [16]
p. 281, que
(4·53) J1(T0) 	 x
αζm(α, y)e−c5u
1/3
α
√
σ2
	 gm(α)Ψ(x, y)e−c5u1/3 .
Ce terme d’erreur est certainement satisfaisant si, disons, u > (2/c5)3(log2 2y)3 ou
ϑm > 1/ log(u+ 1). En eﬀet, on a, en vertu de (2·10),
e−c5u
1/3  1
u log y
	 E∗m(x, y)
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dans le premier cas et
e−c5u
1/3 	 ϑm
u
	 E∗m(x, y)
dans le second. Nous pouvons donc nous limiter a` estimer J1(T0) sous les conditions
supple´mentaires
u	 (log2 2y)3 et ϑm  1/ log(u+ 1) = 1/ log(u+ 1).
Nous de´duisons alors du Lemme 3.13 que l’on a γ′m(α) 	Wm, d’ou`
gm(α+ iτ)− gm(α) 	 ϑmgm(α) (|τ |  1/ log y).
En reportant dans la de´ﬁnition de J1(T0) et en faisant appel, comme pre´ce´demment,
a` (4·42), nous obtenons, graˆce a` (2·10),
J1(T0) 	 ϑmgm(α)Ψ(x, y)e−c5u1/3
	 ϑmgm(α)Ψ(x, y)
u
	 gm(α)Ψ(x, y)E∗m(x, y).
Il reste a` estimer la contribution du domaine |τ |  T0 a` l’inte´grale de (4·52), soit
J2(T0) :=
1
2πi
∫ α+iT0
α−iT0
{
gm(s)− gm(α)
}
ζ(s, y)xs
ds
s
.
Nous eﬀectuons pour cela un de´veloppement limite´ de l’inte´grande au voisinage de
τ = 0. Nous avons log x + σ1 = 0 par de´ﬁnition de α et, d’apre`s (3·9), T 30 σ3 	 1.
Nous pouvons donc e´crire, pour |τ |  T0,
(4·54)
ζ(s, y)xs
s
=
ζ(α, y)xα
s
exp{iτ(log x+ σ1)− 12τ2σ2 +O(τ3σ3)}
=
ζ(α, y)xα
α
e−τ
2σ2/2
{
1 +O(τ3σ3 + τ/α)
}
.
D’apre`s (4·46) et (4·47), nous avons T 20 γ′′m(α) 	 1, et donc, pour |τ |  T0,
(4·55) gm(s)− gm(α) = gm(α)
{
exp
{
iτγ′m(α) +O(τ
2γ′′m(α)
)}− 1}
= gm(α)
{
iτγ′m(α) +O(τ
2(|γ′′m(α)|+ γ′m(α)2)
)}
.
Comme on a e´galement
(4·56)
∫ T0
−T0
τe−σ2τ
2/2 dτ = 0,
∫ T0
−T0
|τ |ke−σ2τ2/2 dτ 	k σ−(k+1)/22 (k  1),
il vient, compte tenu de (3·10),
(4·57)
J2(T0) 	 gm(α)Ψ(x, y)
{
γ′m(α)
(σ3
σ22
+
1
σ2α
)
+
|γ′′m(α)|+ γ′m(α)2
σ2
}
	 gm(α)Ψ(x, y)
{
γ′m(α)
u log y
+ (|γ′′m(α)|+ γ′m(α)2)
u
u2(log y)2
}
.
Les majorations (3·59) permettent aise´ment d’e´tablir que la dernie`re expression
entre accolades dans (4·57) est 	 E∗m(x, y).
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5. Comportement local
5·1. Preuve du The´ore`me 2.3
Dans ce paragraphe, nous supposons les conditions (2·15) re´alise´es et nous
e´tablissons (2·16).
Lorsque 1  d  x/y, nous de´duisons du The´ore`me 2.1 que
(5·1) Ψm
(x
d
, y
)
= gm(αt)Ψ
(x
d
, y
){
1 +O
( 1
(u− t) log y
)}
ou` l’on a pose´
(5·2) αt := α(x/d, y) = α
(
yu−t, y
)
.
Utilisons l’estimation
(5·3) α′(u) := dα(u)
du
 −u
u2 log y
,
e´tablie dans [16], formule (6·6). Il vient
α− αt 	 1log y log
( u
u− t
)
.
Il re´sulte donc de (3·54) que l’erreur relative commise en remplac¸ant αt par α
dans (5·1) est compatible avec celle de (2·16). Cela e´tablit (2·16) lorsque d  x/y.
Lorsque x/y < d  x, et donc x/d < y, l’e´valuation de Ψm(x/d, y) = Nm(x/y)
rele`ve de la the´orie classique du crible. La majoration (3·38) fournit ainsi
Ψm
(x
d
, y
)
= gm(1)Ψ
(x
d
, y
){
1 +O
((d
x
)C)}
ou` C est une constante positive ne de´pendant que de K. Comme nous avons dans
ce cas
1− α	 log(u+ 1)
log y
, gm(1) = gm(α)
{
1 +O
( log(u+ 1)
log y
)}
,
l’estimation (2·16) reste valable. unionsq
5·2. Preuve du The´ore`me 2.4 : cas m = 1
Nous commenc¸ons par e´tablir un re´sultat interme´diaire, dont la de´monstration
est une variante de celle du the´ore`me 3 de [16] — voir aussi les the´ore`mes III.5.10
et III.5.11 de [30].
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Lemme 5.1. On a uniforme´ment pour x  y  2, 1  c  x, t := log c/ log y,
Ψ(cx, y) = Ψ(x, y)cα(x,y)
{
1 +O
( 1
u
+
t
u
)}
.
De´monstration. Posons α = α(u) = α(yu, y) et
f(u) := log
(
yuαζ(α, y)
α
√
2πϕ2(α, y)
)
.
D’apre`s le Lemme 3.3, il nous suﬃt donc de montrer que
(5·4) f ′(u) = α(u) log y +O(1/u).
Or, cette e´valuation de´coule des relations (3·9), qui impliquent
f ′(u)− α(u) log y = −α
′(u)
α(u)
− ϕ3(α, y)
2ϕ2(α, y)
α′(u) 	 1
u
compte tenu de l’estimation (5·3) . unionsq
Nous sommes maintenant en mesure de de´montrer la formule (2·22) du The´o-
re`me 2.4 dans le cas m = 1 — autrement dit de prouver que l’estimation
(5·5) Ψ
(x
d
, y
)
=
{
1 +O
( 1
uy
+
t
u
)}(
1− t
2
u2 + u2
)buΨ(x, y)
dα
est valable uniforme´ment pour x  y  2, 1  d  x.
Observons d’abord que nous pouvons supposer u et y assez grands. En eﬀet,
lorsque u est borne´, la formule (5·5) est une conse´quence imme´diate de celle de
Hildebrand (4·7), de (3·3) et du fait que =(u− t) = =(u){1 + O(t)}. Lorsque y est
borne´, nous avons par ailleurs
u	 1, 1− t
2
u2 + u2
 log(x/d) +O(1)
log x
, α  1
log x
,
donc (5·5) peut eˆtre re´e´crit sous la forme
Ψ(x/d, y) 	
( log(x/d) +O(1)
log x
)O(1)
Ψ(x, y).
Or, cette dernie`re relation est bien satisfaite puisque Ψ(w, y)  (log 2w)π(y) pour
w  1, y 	 1.
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Nous supposons donc dans toute la suite que u et y sont suﬃsamment grands.
Nous pouvons encore re´duire la preuve de (5·5) au cas t  u − 1, i.e. d  x/y.
En eﬀet, supposant le re´sultat acquis dans ce sous-domaine, nous avons, lorsque√
x  x/y < d  x,
Ψ
(x
d
, y
)
 x
d
=
x
dy
y 	 x
dy
Ψ(x, y)
(x/y)α
(
1− (u− 1)
2
u2 + u2
)bu
	 Ψ(x, y)
dα
(
1− t
2
u2 + u2
)bu
,
puisque α < 1 d’apre`s (3·5). Cela e´tablit bien (2·22) lorsque u− 1 < t  u.
Conside´rons a` pre´sent la situation ge´ne´rique u  u0, y  y0, 0  t  u − 1 et
de´signons par H le terme d’erreur de (5·5). Nous proce´dons en deux e´tapes. La
premie`re consiste a` e´tablir que
(5·6) H 	 1/u+ t/u.
Nous avons, par (3·10),
Ψ
(x
d
, y
)
= ef(u−t)
{
1 +O
( 1
u− t +
log y
y
)}
= ef(u−t)
{
1 +O
( 1
u
+
t
u
)}
.
De plus, il re´sulte de (5·3) et (5·4) que
(5·7) f(u− t) = f(u)− α(u)t log y − I +O
(
log
u
u− t
)
,
avec
I := (log y)
∫ u
u−t
{α(v)− α(u)}dv

∫ u
u−t
∫ u
v
w
w2
dw dv =
∫ u
u−t
w(w − u+ t)
w2
dw,
ou` nous avons pose´ w := min(w, y/ log y). Comme w/w  u/(w + u), il suit
(5·8) I  uJ, avec J :=
∫ u
u−t
w − u+ t
w(w + u)
dw =
∫ t
0
sds
(s+ u− t)(s+ u+ u− t) .
Nous allons montrer que
(5·9) J 
 t
2/u2 si t  13 (u+ u),
log
( u+ u
u+ u− t
)
si 13 (u+ u) < t  u.
Comme u est arbitrairement grand, cela impliquera bien (5·6), en reportant
dans (5·7).
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Lorsque t  13 (u+ u) 
2
3u, nous avons
J 
∫ t
0
sds
u2
 t
2
u2
.
Lorsque 13 (u+ u) < t 
2
3 (u+ u), nous pouvons e´crire
J  1
u+ u
∫ t
0
sds
(s+ u− t)
d’ou`
1 	 t
2
u2
	 J 	 t
u
	 1.
La relation (5·9) est donc encore satisfaite dans ce cas.
Le cas 23 (u + u) < t  u ne peut advenir que si u > 2u. Nous avons alors
u− t < u+ u− t < t, donc
J 
∫ u−t
0
sds
(u− t)(u+ u− t) +
∫ u+u−t
u−t
sds
s(u+ u− t) +
∫ t
u+u−t
sds
s(s+ u+ u− t)
=
u− t
2(u+ u− t) +
u
u+ u− t + log
(
u+ u
2(u+ u− t)
)
 log
(
u+ u
u+ u− t
)
.
Cela e´tablit bien (5·9) et ache`ve ainsi la preuve de (5·6).
La seconde e´tape de la de´monstration consiste a` montrer que
(5·10) H 	 log(u+ 1)
log y
+
t
u
.
Compte tenu de (5·6), nous pouvons certainement nous limiter au cas ou` u  log y
et t  u/2. Le lemme 1 de [19] permet alors d’e´crire
Ψ
(x
d
, y
)
=
Ψ(x, y)
d
exp
{ ∫ u
u−t
ξ(v) dv +O
( log(u+ 1)
log y
+
t
u
)}
.
En reportant dans cette formule les estimations
ξ(v)− ξ(u)  −(u−v)/u (u/2  v  u), 1−α = ξ(u)/ log y+O(1/u(log y)2)
qui re´sultent respectivement de (2·37) et (3·3), nous obtenons bien (5·10).
La formule (5·5) de´coule aise´ment de la conjonction de (5·6) et (5·10) : on a en
eﬀet
min
{ 1
u
+
t
u
,
log(u+ 1)
log y
+
t
u
}
 min
{ 1
u
,
log(u+ 1)
log y
}
+
t
u
 1
uy
+
t
u
.
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5·3. Preuve du The´ore`me 2.4(i) : cas ge´ne´ral
D’apre`s (4·41), nous pouvons conside´rer dans toute la suite que y est arbitraire-
ment grand. Nous observons de plus que, lorsque u est borne´, le the´ore`me de [29]
permet de conclure : on a alors gm(α)  gm(1). Nous supposons donc dore´navant,
sans perte de ge´ne´ralite´, que
(5·11) u > v0
ou` v0 est une constante arbitraire.
E´tablissons d’abord (2·19) lorsque 1  d  x/y. Conservons les notations
t := (log d)/ log y, αt := α(u− t) = α(x/d, y).
Comme δ(x, y) est, a` y ﬁxe´, une fonction croissante de x, nous pouvons de´duire
du Corollaire 2.2 que, sous les conditions (2·20) et 1  d  x/y,
(5·12) Ψm
(x
d
, y
)
	 gm(αt)Ψ
(x
d
, y
)
.
En appliquant alors (5·5), nous obtenons
Ψm
(x
d
, y
)
	 Bgm(α)Ψ(x, y)
dα
avec
B :=
gm(αt)
gm(α)
(
1− t
2
u2 + u2
)b1u
.
Nous devons donc prouver que B est borne´ sous les hypothe`ses (2·20) et 0  t 
u− 1. Or, il re´sulte de (3·66) et de (3·71) que l’on a, pour toute constante c > 0,
B 
(
1− t
2
u2 + u2
)(b1−c)u−b3√u{
1 +O
(
t
√
u
u
)}
.
Choisissons, par exemple, c = b1/2. Cela fournit imme´diatement l’estimation
souhaite´e B 	 1.
Lorsque x/y < d  x et ω(m) 	 1, nous avons
Ψm
(x
d
, y
)
	 x
d
=
x
yd
y 	 x
yd
gm(α)Ψ(x, y)
(x/y)α
	 gm(α)Ψ(x, y)
dα
ou`, puisque Ψm(y, y)  y, la seconde estimation re´sulte du cas pre´ce´demment traite´
d = x/y, et la troisie`me est une conse´quence banale du fait que α < 1 — cf. (3·5).
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5·4. Preuve du The´ore`me 2.4(ii) : cas ge´ne´ral
Conside´rons en premier lieu le cas d  x/y. E´valuons Ψm(x/d, y) par le The´o-
re`me 2.1 puis Ψ(x/d, y) par (5·5) : nous obtenons
(5·13) Ψm
(x
d
, y
)
= T
{
1 +O(Hm)
}(
1− t
2
u2 + u2
)bu
gm(α)
Ψ(x, y)
dα
avec
T :=
gm(αt)
gm(α)
, Hm := E∗m(x/d, y) +
1
uy
+
t
u
.
On a clairement, avec les notations introduites dans l’e´nonce´,
Hm  E∗m(x, y) + h1 	 hm
lorsque t  u/2. Lorsque u/2 < t  u − 1, nous de´duisons de (3·71) que
Hm 	 1 	 hm. Ainsi
Hm 	 hm
uniforme´ment sous les conditions (2·21) et 1  d  x/y. Comme T  1, on voit
que la premie`re partie de l’e´nonce´ re´sulte, par exemple, de l’ine´galite´
(5·14) T  {1 +O(hm)}(1− t2
u2 + u2
)bu/2
.
Or, cette relation de´coule imme´diatement de (3·66) avec c := b1/2.
Examinons ensuite le cas ou` x/y < d  x et ω(m) 	 1. Il est alors ne´cessaire de
distinguer deux sous-cas, selon la place de u relativement a` 2.
Lorsque u > 2, donc t  u − 1 > u/2, on a hm  1, et l’estimation (2·22) se
re´duit a` une majoration de l’ordre de grandeur de Ψm(x/d, y). Or, nous pouvons
de´duire du cas pre´ce´demment traite´ 1  d  x/y que l’on a dans ces circonstances
Ψm
(x
d
, y
)
	 x
d
=
x
yd
y 	 x
yd
Ψm(y, y)
	 x
yd
(
1− (u− 1)
2
u2 + u2
)bu gm(α)Ψ(x, y)
(x/y)α
	
(
1− t
2
u2 + u2
)bu/2 gm(α)Ψ(x, y)
dα
ou` nous avons utilise´ la majoration hm(x, y;x/y) 	 1, qui re´sulte de (2·9) et (3·11).
Cela implique bien (2·22).
Lorsque 1  u  2, u − 1 < t  u, l’estimation requise e´quivaut, avec la
notation (3·36), a`
(5·15) Nm
(x
d
)
=
{
1 +O
( 1
log y
+ t
)}
gm(α)
Ψ(x, y)
dα
.
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Comme α = 1 +O(1/(log x2)) sous les hypothe`ses eﬀectue´es et comme
=(u) = 1− log u = 1 +O(u− 1) = 1 +O(t) (u− 1  min(1, t)),
il re´sulte de (4·7) que le membre de droite de (5·15) vaut
{
1 +O
( 1
log y
+ t
)}ϕ(m)
m
x
d
.
Le re´sultat souhaite´ de´coule donc de (3·37). Cela ache`ve la de´monstration de (2·22).
Il reste a` e´tablir que
hm  h1  1/uy + t/u
lorsque ω(m) 	 1. Il suﬃt pleinement, pour cela, de montrer que
(5·16) Em 	 u/uy.
Or, (5·16) re´sulte de l’estimation triviale Em 	 1/ log y 	 u/uy si y > (log x)2, et,
si y  (log x)2, de la premie`re majoration de (3·11) sous la forme Em 	 1 	 u/uy.
6. Valeurs moyennes de fonctions arithme´tiques
6·1. Preuve du Corollaire 2.6
Commenc¸ons par une estimation technique. En accord avec la notation Θy de
l’e´nonce´ du Corollaire 2.6, nous posons pour x  y  z  2
Θz :=
∏
pz
(1 + p−2α),
ou` α = α(x, y) est donc inde´pendant de z. Nous notons encore hz la fonction
multiplicative de´ﬁnie par
hz(pν) :=
{
µ(m) si n = m2 et P (m)  z,
0 dans les autres cas,
et nous posons, pour j ∈ N, x  y  z  2,
Dj = Dj(α, z) :=
∑
P (m)z
µ(m)2(logm)j
m2α
.
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Lemme 6.1. On a uniforme´ment pour x  y  z  2, 1  j  3,
(6·1) Dj(α, z) 	 Θz{log Θz}j(log z)j .
De´monstration. Le re´sultat est e´vident pour j = 0 puisque
(6·2) D0(α, z) = Θz.
Lorsque j = 1, un calcul de de´rive´e logarithmique fournit
D1(α, z) = Θz
∑
pz
log p
p2α + 1
.
En majorant, dans la dernie`re somme, log p par log z et 1/(p2α+1) par log(1+p−2α),
nous obtenons
(6·3)
∑
pz
log p
p2α + 1
 (log Θz)(log z),
ce qui implique bien l’estimation annonce´e.
Un second calcul de de´rive´e nous permet d’e´crire
D2(α, z) = Θz
{ ∑
pz
p2α(log p)2
(p2α + 1)2
+
( ∑
pz
log p
p2α + 1
)2}
.
En raisonnant comme pre´ce´demment, nous voyons que la premie`re somme en p est
	 (log Θz)(log z)2.
La majoration annonce´e re´sulte alors de (6·3). unionsq
Nous sommes maintenant en mesure de prouver le Corollaire 2.6.
Soit h := µ2 ∗ µ. On ve´riﬁe sans peine que h et hy co¨ıncident sur S(x, y).
Lorsque, par exemple, α > 23 , nous avons donc trivialement Θy 	 1 et, avec la
notation (2·26),
M2 = M2(x, y;µ2) =
∑
m∈S(√x,y)
µ(m)2(logm)2
m2α
	 1.
En observant que
∑
d>
√
x
P (d)y
µ(m)
m2α
=
1
ζ(2α, y)
+O
( ∑
P (m)y
µ2(m) logm
m2α log x
)
=
1
ζ(2α, z)
+O
( 1
log x
)
,
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et en gardant en me´moire le fait que l’on a u = u < uy dans le cas conside´re´, nous
constatons donc que l’estimation requise (2·28) de´coule de la seconde assertion du
The´ore`me 2.5.
Seul reste donc a` conside´rer le cas α  23 , ou` l’on a certainement
(6·4) y  (log x)O(1)
et donc uy = u + O(1). Nous observons d’emble´e que cette dernie`re relation
implique, via l’ine´galite´ de Cauchy–Schwarz M21 M0M2,
M1
log x
	 M0
u
+
M2u
(log x)2
 M0
uy
+
M2u
(log x)2
,
de sorte que le terme central du terme d’erreur de (2·27) peut eˆtre omis. Nous
traitons le terme principal en e´tendant la somme en d jusqu’a` l’inﬁni et en majorant
la contribution des entiers d = m2 > x a` l’aide de l’estimation triviale∑
m>
√
x
P (m)y
µ(m)
m2α
 4D2(α, y)(log x)2.
Nous pouvons alors re´e´crire (2·27) sous la forme
Ψ(x, y;µ2) = Ψ(x, y)
{ 1
ζ(2α, y)
+O
(M0
u
+
D2(α, y)u
(log x)2
)}
= Ψ(x, y)
{ 1
ζ(2α, y)
+O
(Θy(log Θy)2
u
)}
,
en vertu de (6·2) et (6·1) avec j = 0 et j = 2. Cela e´tablit bien (2·28) sous la
condition supple´mentaire
Θy 
√
u/ log(u+ 1).
Tournons a` pre´sent notre attention sur le cas re´siduel
(6·5) α  2/3, Θy >
√
u/ log(u+ 1).
Introduisant un parame`tre z ∈ [2, y], et posant
nz :=
∏
pν‖n
pz
pν ,
nous observons que l’on a
µ2(n)  µ2(nz) =
∑
d|n
hz(d) (n  1).(11)
11. Cette ine´galite´ est e´galement le point de de´part de la majoration d’Ivic´ et Tenenbaum
pour Ψ(x, y;µ2) lorsque y est 〈〈 petit 〉〉 — voir la formule (4·3) de [19].
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En appliquant le The´ore`me 2.5 a` la fonction 1 ∗ hz et en faisant appel aux
estimations (6·1), nous obtenons
Ψ(x, y;µ2)  Ψ(x, y)
{ ∑
m∈S(x,z)
µ(m)
m2α
+O
(Θz
u
+
Θz(log Θz)2u
u2
)}
.
Comple´tons la somme en m en majorant l’erreur introduite par la me´thode de
Rankin. Nous obtenons∑
m∈S(x,z)
µ(m)
m2α
=
1
ζ(2α, z)
+O
(D2(α, z)
(log x)2
)
,
d’ou`
Ψ(x, y;µ2)  Ψ(x, y)
{
1
ζ(2α, z)
+O
(Θz(log Θz)2
u
)}
.
Nous obtenons la validite´ de (2·28) dans le cas (6·5) en choisissant le parame`tre
z de sorte que Θz 
√
u/ log(u + 1). C’est toujours possible puisque z → Θz est
une fonction croissante de z dont les rapports de valeurs en des entiers conse´cutifs
n’exce`de pas 2 et dont, d’apre`s (6·5), le maximum exce`de √u/ log(u+ 1). Comme
1/ζ(2α, z)  1/Θz, nous obtenons bien la formule asymptotique requise — ou`
d’ailleurs le terme d’erreur englobe le terme principal.
6·2. Preuve du The´ore`me 2.7
Une inte´gration par parties fournit
Ψ(x, y; f)−Ψ(x, y)f(x) = −
∫ x
1
Ψ(t, y)f ′(t) dt.
Nous obtenons imme´diatement l’e´valuation annonce´e (2·29) en reportant dans cette
formule l’estimation
Ψ(t, y) =
{
1 +O
( 1
uy
+
log t
log x
+
u(log t)2
(log x)2
)}Ψ(x, y)
(x/t)α
(1  t  x),
qui re´sulte de (2·22).
6·3. Preuve du Corollaire 2.8
Nous appliquons le The´ore`me 2.7, ce qui ne´cessite d’estimer les inte´grales M∗j .
Nous avons
M∗0 =
1− x−α
α
=
1 +O(1/uy)
α
,
M∗j =
∫ x
1
(log t)j dt
t1+α
	 1
αj+1
	 (log x)
j
αujy
(j ∈ N),
d’apre`s (3·4). En reportant ces estimations dans (2·29), nous obtenons
Ψ(x, y; log)−Ψ(x, y) log x = Ψ(x, y)
{
−M∗0 +O
(M∗0
uy
+
M∗1
log x
+
M∗2u
(log x)2
)}
=
Ψ(x, y)
α
{
− 1 +O
( 1
uy
)}
.
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6·4. Preuve du Corollaire 2.10
La seconde e´galite´ de (2·32) de´coule de la premie`re graˆce a` la formule (3·24) du
Lemme 3.5.
De´montrons maintenant la premie`re e´galite´ de (2·32). Nous pouvons supposer y
assez grand car le re´sultat est trivialement valable dans le cas contraire.
Conside´rons d’abord le cas u > log y. Le The´ore`me 2.9 implique
(6·6) Ψ(x, y;κ) = Ψ(x, y)
{
m0 +O
(
m0
u
+
m2u
(u log y)2
)}
,
ou` l’on a pose´
mj :=
∑
pνx
py
gp(α)
(log pν)j log p
pνα
(j  0).
D’apre`s (3·4), il existe une constante c telle que α  cu/(u log y) et donc, avec les
notations de (3·18),
(6·7) mj 	
∑
py
log p
pα
( log p
1− p−cu/u log y
)j
	 H1(α, y)
(u log y
u
)j
.
Comme u  log y dans le domaine conside´re´, cela montre que le terme d’erreur
de (6·6) est de taille acceptable.
Estimons a` pre´sent m0. La majoration issue de (3·4)
(6·8) (y/x)α 	 1/(u log y)2 (u  2)
nous sera utile. De´signons par νp = νp(x) le plus petit entier > (log x)/ log p. Nous
avons
m0 = H1(α, y)−
∑
py
log p
pανp
.
Comme p−νp+1 	 y/x pour p  y, il s’ensuit, graˆce a` (6·8), que
(6·9) m0 −H1(α, y) 	
(y
x
)α ∑
py
log p
pα
	 H1(α, y)
u log y
.
En reportant (6·7) et (6·9) dans (6·6), nous obtenons donc que la premie`re formule
de (2·32) est valable lorsque u > log y.
Lorsque u  log y, et donc, pour y assez grand, α > 2/3, nous approchons
Ψ(x, y;κ) par Ψ(x, y; log) et nous faisons appel a` l’e´valuation (2·30) de cette
dernie`re quantite´.(12) La de´composition (2·25), la majoration (2·19), et la premie`re
12. Il est a` noter qu’une application du The´ore`me 2.9 n’aurait fourni qu’un terme d’erreur
de l’ordre de 1/u.
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formule (2·30) fournissent
Ψ(x, y;κ) = Ψ(x, y; log)−
∑
py
pνx
(ν − 1)(log p)Ψp
( x
pν
, y
)
= Ψ(x, y; log) +O
(
Ψ(x, y)
)
= Ψ(x, y)
{
log x+O(1)
}
.
Comme (3·24) permet de remplacer, dans la dernie`re expression, log x par H1(α, y)
sans alte´rer le terme d’erreur, nous obtenons bien (2·32) lorsque u  log y.
6·5. Preuve du Corollaire 2.11
D’apre`s le The´ore`me 2.9, nous avons
(6·10) Ψ(x, y; Ω− ω) = Ψ(x, y)
{
m0 +O
(m0
uy
+
m1
log x
+
m2u
(log x)2
)}
avec maintenant
mj =
∑
pνx
py
(ν − 1)(log pν)j
pνα
gp(α) (0  j  2).
Commenc¸ons par e´valuer m0. Posons
(6·11) H(σ, y) :=
∑
py
1
pσ(pσ − 1) (σ > 0).
En e´tendant la somme en ν jusqu’a` l’inﬁni et en majorant l’erreur introduite, nous
obtenons
(6·12) m0 −H(α, y) 	
∑
py
1 + νpgp(α)
pνpα(pα − 1)
ou` nous avons note´ νp = νp(x) le plus petit entier > (log x)/ log p.
Nous e´valuons le membre de droite de (6·12) de deux manie`res diﬀe´rentes, selon
la taille de α. Si α > 2/3, la majoration (1 + νp)/p(νp−1)α 	 x−α/4 	 x−1/6
implique
m0 −H(α, y) 	 x−1/6H(α, y) 	 H(α, y)/ log x.
Si α  2/3, nous de´duisons de l’estimation triviale 1 + νpgp(α) 	 1 + α log x que
m0 −H(α, y) 	 1 + α log x
xα/2
H(α, y) 	 H(α, y)
u
,
ou` nous avons fait appel a` (3·4) sous la forme αu log y  u.
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Nous avons donc e´tabli que l’on a en toute circonstance
m0 = H(α, y)
{
1 +O
( 1
uy
)}
.
Il reste a` montrer que le terme d’erreur de (6·10) est 	 H(α, y)/uy. On a
(6·13) mj 	
∑
py
1
pα(pα − 1)
( log p
1− p−α
)j
(0  j  2).
Si α > 2/3, il s’ensuit que mj 	 1 et le re´sultat est acquis. Si α  2/3, on a
d’apre`s (3·4)
mj 	
(
log y +
1
α
)j
H(α, y) 	
(u log y
u
)j
H(α, y).
Comme u  uy dans le domaine conside´re´, cela implique encore la majoration
souhaite´e en reportant dans (6·10).
6·6. Preuve de la Proposition 2.12
La formule annonce´e est une conse´quence imme´diate du re´sultat ge´ne´ral suivant,
qui posse`de un inte´reˆt intrinse`que. Nous rappelons la de´ﬁnition (6·11) de H(σ, y)
et celle de la fonction F , analytique sur ]13 ,∞[, donne´e en (2·41).
Lemme 6.2. Pour σ > 0, y  2, on a
(6·14) H(σ, y) = log(w2σ log y) + F (σ∗) + Ξ(w2σ)1− y−σ
{
1 +O
( 1
log y
)}
ou` l’on a pose´ σ∗ := max{σ, 25}, et utilise´ la notation (3·26).
Compte tenu de (3·7), il est clair, en eﬀet, que la formule (2·42) de la Proposi-
tion 2.12 est obtenue en spe´cialisant σ = α dans (6·14).
De´monstration du Lemme 6.2. Lorsque σ > 2/5, nous avons, avec la notation
H0(σ, y) de (3·18),
H(σ, y)−H0(2σ, y) = F (2σ)− F0(σ) +
∑
p>y
( 1
pσ(pσ − 1) −
1
p2σ
)
= F (2σ)− F0(σ) +O
(y1−3σ
log y
)
.
Compte tenu de l’estimation (2·40) pour Ξ(w), le Lemme 3.6 fournit alors (6·14).
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Lorsque σ  2/5, nous e´valuons H(σ, y) par sommation d’Abel en faisant appel
a` une forme forte du the´ore`me des nombres premiers. Nous obtenons
H(σ, y) =
{
1 +O
( 1
log y
)}∫ y
2
dt
t2σ(1− t−σ)(log t) .
Des manipulations tre`s voisines de celles de la solution de l’exercice III.5.1 de [32],
et que nous ne de´taillons pas, permettent alors d’e´tablir que la dernie`re inte´grale
vaut {
1 +O
( 1
log y
)} w2σ
1− y−σ =
{
1 +O
( 1
log y
)} Ξ(w2σ)
1− y−σ .
Cela implique imme´diatement (6·14). unionsq
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